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fuc bie eigenett SSortefungen gtwefen i^, waft bm SBer^ 
fjffer jut 2Cbfafl[»tt9 be6 gegcnttriirtige» 6om|>enbium8 bct 
oOgemetnen ^rit^tnetS bewogen ^at, fo f^(t er ftd) beii^ 
00^ f£t t>ete^gt ju glauben, baf eine fo((i[)e ^beit 
^ ben je^igenEttflonb ber SSiffenf(i^ft wn »efentß^m 
Stauen tft JDie dtteten Se^tbSc^er laffen, in 3Cb{u^ 
auf xoafytfyaJ^ anolptifd^en ®ei{l, itnb Stiefe ber Untere 
\^tm^m, ^kia 8« »AnfdJKn ^n*d/ <^efe^ »on bem 



r :;;^ 
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ganjlfti^cn «Wanget com6fnatorifcf)er ©egrife^ Wc eme& 

gropm SRatfjetnattfer, fcencn wir ouSpi^rUd^c SBerfe 
über t>k^!>ä)^tn Vtiftüe ber SWaf^cmaöf uetbonfen, Ijos 
ben ftd) mit bem wi^tiQpn unter oWen, welcher bcti 
UeberganQ »on ben Elementen gu jenen »ermittelt/ fafl 
gar nidjt befc^dffHgt. ttnb fo ijl in ber ©drjieaung 
biefcr 5E3ijTe5fd)af5 einj 2fi*e eBtflaij^en,;'iie ber SJer* 

i' 

breitung i^rer «Stubiuwö md[>t anberS afö fe^r flefd^r« 

(i(i() »erben konnte. 

- - - — ' - 

SDer SJerfaffer lf>at hd^ ®^ä gehabt, bur4> eine fe^r 
«tIgebrißeter'UÄt» u«unterljro<i^r,fB%fegfe, eefoftruna 
^-Jeattn/..w)a^'ju. «om Ä^twßSaö«. '"be«: 01iit^atf^ 
»Ä^ieic .ft4> ip;wt bett erjlett Znfan^gghi^ bid ju >e^ 
:^(^flm. SfjeUen jftflfetft, erfotbiröi^ ift.: >S» fo fem 
]()afft.er bi^ gönn feiner ©orfleKurjg/ :»ifelc^tf in.»telen 
.©Ifiälett.tjon .'b«f 0e»i5l()f»tti^e« obtoac^^e^-fe^nwö^lft 
ßettijfem/rSfnne (ttö fierc^tfcrtiöt. iöm^cn itt bÄ^feit; 
2)af:e8 i^m (mQUiQtn ,igm^m f«9^ ;bie 2^al9ftS. i^ 
aUen.frembc&ti^en ^nci))ien.au teiiiigettj Ibie !9{e£^öb« 



^H a'^thin'y bie "S^t M tSiaMsetr. ttt^i ä^et etttjebieii 
ajrileii oaS^ teit »ügm |tt lajfen^- (>«b«it«rt>e «Äifer» 
fltöaMföffm: tt>it&' b«t'- J^^tt bc8- SSv^f bÄ»Äf«K S^^ 

SRat^ematif l^errfd^t, bie tnbcjfett/ bei»i^ S^mt.^i^ö) pe^ 
^antif4)e formen unb ^unflgnfe nt^t )9er|)üat bleiben 
hm, maQ ein fold^eg @tteben ^ani^m uberflufftg, 
©ttigen t^ixiö)t fd[)emen} mt mit freiem @et{!e übet: 
to äSiffenf(i^aft fd[)tt)ebt, wirb e5/ me][>r obet weniger 
fi^tottgen, mö)t t)crfd[>mdf>m 

SHe neuere SSeorbeitung ber ISombinationötef^re ifi 
4(ent|)alben^ wo eS 9latur beS ©egenjlonbed forberte 
^ i^i^f / bemt^t toorbem 2Cber tie S^erminolt^ie 
Mb Sejet^^nuttö *^^^ ^^ ^i'^f«» Bweig ber SBiffenf^aft 
fo fe|rr t)erbienten i^inbenbnrgifc^en @^ule ifi babei) fafl 
jor ni^t ongewenbet werben* @elbfi ein gr(|per %^nl 
ii<;r£e^ren, weU^e bort ald wefentlidf^ oufgefleUt werben, 
^ ^er feinen 9)Ia| gefunben. @g wdre tm fef^r in^ 
tere{{ante 3(ufgabe: bm waf)ren onolptifci^en Sßevt|[) bn* 
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(u[e|eii/ m fle f(c(> a»f üjx dgncS ©ebiet l>ef(|>cdirfen 
foKte; i^te Scantwottttn^ de^6ct aber ni^t mi. biefe 
^tcQe^ tn0 )»{enet(^t tjl e$ bet Seit i»9vbe^attm, 0e 

3m 3an> 1609* 
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SRott wirb eS fe^c mt&tlii) finita, wenn bep http 
MÖ) lan^tm Seitroitm etfol^enben, neuen 2(u§gabe eineS 
Don bem SSerfajter itnunhtBroi^efi al$ ©runblage feinet^ 
Äotlefungen benu|ten itl)xbn^^, baflfelbe grofenf^dlS 
neu bearbeitet erfdjeint, «nflead[)tet bet »efentlidfje Snl^alt^ 
bet ®eifl unb bie 3»etf>obe ber barin ent^altfenen wiffen^ 
\^ftiiä)m S3etrad[)tung; (eine Anbetung erhalten ^ben« 

* *" 

Strengere IDrbnnng, entfemung toon S)ati}e(Iungen 
tmb S5€»eifen, bie atö fettene Äunflgriffe erfd()einen 
linnten; $Bei:aagemeinening ber ©runble^ten, nnb v^u 
tere %ui\&3^nQ berfelben, bärften n>o][)l atö SSetbeffe? 
ntngen,, n>oburd() bie nmt {Bearbeitung ft^ augiujetd[)nen 
gejirebt J(k^/ bemerflic^ gema^^t toerben. 

Um nur 6inige$ btefer Zxt anjufil^ren^ fo m6gte 
ber ](>ier jum erfJen SRale gegebene SBeweiß beS binonri? 
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i^tn ®a|e», fofem er al« gormel berfßurjel^ÄuÄjfcl^tittg 
gelten fott, mntiMbat ani Um JBegriffe bet SButs 
8eU2Cu§jiel()ittt9^ al8 einer Umfe^rung beS ^otenjiiren^ 
abgeleitet, »iffenfc^aftlid^ auf einer viel ]^6^eren ©tufe 
fte^n, als ber früü^er gefuf^rte, nnb alle, n>el^e, n>te 
er, ben glu£(i(^en @eban!en wn ber 9R6gli(!()(eit einer 
. @rn)eiterung ber einfa(^{len $orm jeneS ®age8, al$ eine 
mal aufgefaßt anne][)men, unb nur ju befidtigen beflrebt 
ftnb} fep eS aud^, bafi bte. S)ar{lellung auf fold[)em Sßege 
fid() [e]()r fuvj, iufaminenjieljn laßt Äefjnlid^eS ifjt in ber 
Sf)eorie ber ^otenjen me^rfa^) geleijlet 

JDie frühere 2Cu6gabe beS. wrliegenben ©nmbriflfe« 
barf auf baS SSerbienfl Änfprudfj ma^m, juerjl bie 
Sl^eorie ber ^otenjenfpflew?, l^atiptfd^lid^) bie beS imo^ 
gindren naturli4)en,. auf i][^re eigentticf^nreinanalptif^tl, 
^ueöen jurutfgefu^rt^ unb baburd) bie 2(ßgmein|>^i^ 
ber ©runbregeln für bie SRed[)nungen mit 2ogaritf)met| 
n)iffenfd)aftli(i[> begrunbet ju ][>aben. * Um fo angenehmer 
i(l e& bem SSerfaffer gewefen^ biefelben 2e^ren, ber 
^auj)tfad)e na^, in ben neueflen ©(i)riften eines geijis: 
reid)en. frangofif^en SÄat^ematiferS, 'obfc^on, nic^t in 
jlrettgem Sufammenfjange mit i^rer eigenttid)en n>iffens 
fd)aftlid)en Segrünbung, anjutreffen, imb »a][)rjune]^mert, 
baf jte feitbem, wie e8 i^re 8Bid)tigfeit^erbient, an- 
fangen, a\x6) in gewS^nti^e 2e][>rbfid^er fiberjuge^m 
SR6gte eS nnr immer auf eine grfinblid()e uhb »a^r^aft 
analptif^e SBeife gefc^efjn, fo baf babep bie Ärittjs 
metif in feinem Sinne t)on ber ©eometrie ju borgen, 
äu lernen, ober iÖefldtigung i^rer fie]()ren ju erlangen 
I)erabgctt)firbigt wfirbe, welt^eS, fclbfl wenn bie, bis 
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gtif^ 3Cr^metif ttnb ©eometrie n>tfTenfd()aftti^e Se? , 
fßhlbmQ erlangt |)d^e/ ein nid^t genägenbeS SStirfal^teii 

8W{jt ' als eine Erweiterung l^at biefe SSl^eorie ber 
fJWtnjjeHfpl^eöie in ber Dorliegettben neuen Tin^aht tu 
f)^m. ®ie ßontjergenj ber babe^. ^ert)ortretenben enfe . 
«>Wfttng8fonnett ifl genauer^ bür^ Jg)filfe auSbrütfli^ 
Jtt biefeitr Swecf e toorangefdjitfter fJrincfpien , nad^gewie* 
Im; bie aUgemetnen Siegeln ber numerifd^jen Sogariti^mens 
0U(ftmmg ftnb DoUfldnbiger articulirt; bie SStelbeuttglett ^ 
iä9tclbicaU®x{f$cn ifl in i^rem gonjen Umfange erftr^ 
tett^ ünb befonberS {tnb bie ^unbomental:: Siegeln ber 
9oten}enre4)nung ju einer l[)5^eren S3ebeutung ttf)oUn, 
inkm ii)xt ©ältigleit auä) für ^otenjen, bie .geeignet 
fiflit^ als Dielbeutige ®r6pen angefe|)n iu werben , burc^ 
ftw^e Seweife borget^an WDrben ifl* 

dagegen i^ot baö Streben nac^ fhenger Drbnung 
ei.not^wenbig gema(i)t, a\a bem erflen ^nbamentals 
Xbf^itt ber allgemeinen 7ixltl)tattit, n)el^er lebtglid) 
^ aritl^metifd)en Operationen an formen ^ bie md) 
IJotenjen einer ^au^)tgr6pe fortfc^^reiten , gewibmet ifl, 
Ne^ S^eori^ ber ©lei^ungen ^b\)mt @rabe ganj wegju? 
Jojfen. @ir fe^t, xotm fie grunblid() gegeben Werben 
W^, ben Snli)alt biefeS S^nbamentali^^bf^nittg/ nament^ 
^ ben ßalcul ber imagindren ©runbformen, t)orau§r 
^iet^ wie allenthalben, ^errfd()en im. &blid[)en SSortrage 
i«t 5^al9ßS meipenS bie l^6(JS)jien SSerwirrungem @ö 
^^ gewif ni(^t in natfirUcI)er Örbmmg ber SBcgriffe 
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SSBurjelauSaiefiunden wi beflimmten Bal}lm t)tetteutig« 
£}))eratu>neq ftnb/ t)on bem :^mmit bap jjebe @let4)iui0 
fo viele SBurjeltt f)dbm müffe^ atö bie 3a^l tf>teS (Sroj 
beS Qin^dUn injx^ fc^bK^f*/ abl^dngig ma(if)t 

dDa baS t)orI{egenbe 2e|)rbu^ au^ t}On Standen 
3ttm eigenen ^tubinm gebraust n>irb/ fo tfi ein 2Cn^ang 
»on Set)fi)ielett^ »obe\) jugleid^ »eitere 2Cn6fS^tung ber 
SReci[)amSmen, -auf »el^ bie auS ber SE^eorig f^etjoou 
ge][)enben allgemeineren 92ormen }urti(fgebra4)t voerben 
Unnm, gegeben n>{rb, atö tini nt4)t ^rt^n^eifmdpige 3^ 
gäbe beigefügt toorben* 

Die S£|)eprie ber StabicaU®r8pen bnr^ genauere 2Cu&: 
ful^rung ju erläutern^ nnb jugleic^ bie gunbomente wn 
Unterfudfjnngen^ bie i>e9' weiterem 2fortfcl)reiten berÄno^ 
IpfiS'ftt^ tt>i(^ ju ma^jen nic^t t)erfef>len Önnen; jtt 
legen, ifl ber le^te; glei^faUS tieu ^njugefommene, Ans 
l^ong bejlimmt^ 

Sw 3«tti 1830. 
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terer 3al){cn unter cinanbet, unb I8ejief)uh9en, bie au^ folc^en 
SSerfnipfungen ewa^fen, jum ©cgcnpanbc l^at, ift t)oii 
unabfc^baKem Umfang; bie gewofenficfie elementar 5 3frit()metif 
mail^t t)pn t^r nur einen Heine^n, obgleich fe^r tt>{cf)tigen SE^efl 
om8* erjl bann, wenn man bie moglid^en 2Crten einfacher' 
Sa^Icn, unb bie urfprunglid^en S5erf nü^^fungen , »eld&e jie 
ÜFcinanber clng^en f6nnen, fennen gelernt ^iJt, ifl man 
Im ^tanfec, bie Sbce jufammengefefeter 3ö|Hten §ii bilben, 
ben ©efel^en ber unter iljnen tnoglicljen SSerbinbungen nac^ 
juforf^cu; unb bie barauö entfpringenben SJejte^ungen ' ju 
entmitfelm @o fielet mit SR^t bie icf)xz t)on ben vier 6j)e« 
üthu^, unb ben ©lei^ungen beS erjlen ®rabe6, an ber @^i^e 
ber gonjen 3a^Ienw{ffenfd()aft^ unb cä wdr^ »ieUeid^t; wenn 
in«tt eine beftimmte ©renje jiel^en woßte, am jwetfmafigPen,. 
Me dremeittarj^ffiti^metif auf ffe ju befcl)rdnfen» 2)em ein^ 
gefÜi^cn ®ebva\x(i)t gemdß jtel^t man inbeffen no^ einen , 
3Bbf<|nitt in ba« @ebiet ber (Elemente l^inöber, X0il6)ct ge* 
ü^txma^m . ben Uebergang ju ben l^6l^eren Unterfuc^ungen 
termitteCt 25ie am »enigjien i^erwicfelte-Sorm' jufammenges 
fe^er 3alj)ien ift bie eitte§ ^tobucts au^ gleid^en gacteren^ 
ober einet f>otenj» 25ie S5etra^tung biefer Sorm; f^re 3us 
fammenfefeungj.bie ®efe§e ber JBerbinbung einjefnet t)on bers 
felben Zxt, machen 1^ jn^eyten S!^eil ber etementarifc^en 
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Äritl^mctif ÄUö» «nb baburc^ bereitet fic^ bfe ®runblage bet ^ 
ferneren Unterführung, benn bfe gorm ber ?)otenj ijl eS 
gerabe, wel^e baö ^au^tetemcnt be^ ber SSitbung ber ju^ 
fammengefefeten äa^Ienformen abgibt, bie, pbfd^on an ^d) 
xo\Üi\x\)xlid) gewdblt, wegen i^rer tjorjfiglic^en S3raucbbarfeit 
ju ©ro^enbejlimmungen , jum erpen ^aujjtgegenpanbe ber 
aUgemeinen 2Irit]j^#tit gemacht xo^xbtxu 

©c^on unfre gewöhnlichen becabifcft gebilbeten 3at)len 
geben ein a5e9f|)iel unb SSörbilb fold^er Sufammenfefeungen» 
@o wie bep ibtierßrjeugung eine gewiffe wiUfu^rli4}e Sä^^!/ bie 
man (Bifunö3Äbl Ju nennen ^)fle9t, erwa()lt wirb, um if)U 
fucceffit?en ^otenjert aK »erfcf^iebene 6inlS)eiten anjufel()en , bie 
in befonberen SKl^eilen eine$2Cggregat6 geid()It werben, fo nimt 
man, um bie ©runbform bet JtnalpfiS ju bilben, eine ®xbfe, 
bie aber t)6llig unbeftimmt bleibt, an, um fucceffitje ^otenjen t)on 
il^ aI8 iDinge ju betrachten, t)on benen in einzelnen t>erf^iebe« 
nen SE^eilen eineS eben baburcb entftebenben jufammengefegfctt 
5(u6bru(fö 5!Kengcn öorfommcn. SSSir wotten biefe ©rof e bie 
^ÄuptgrSge nennen > unb burd^ einen ber lefeten SSu^jl^ben 
beS Tllpi^aUtö anitukn. So wie ferner bei? ber JBilbung 
becabifd^er Ballen bie ®Jengen, welche t)on jeber Art iener 
einl^eiten etwa öorbanben jinb, befonberd arjgegeben, tinb 
burd^ bie einjefoen 3lffern bargejlellt werben, fo fugt man 
aud^ l^ier ben fucceffit)en ^oten^en ber- ^au^tgr6ße beliebige 
gactoren be^, bie ben 9iamert ber Coefftitenten erl^alten, unb 
burctr 93uct)fiaben be§ Hlpl^aUtö angebeutet werben, wiewohl 
,e^ in JipukUm gaUen auc^ gestattet i|l, befümmte 2a1)kn bo^ 
für an bie ©teile ju feiern 2)ie'einjelnen, fo jufammenge^ 
ieliUn ^robucte/ werben afö Z^iiU ju einem ©anjen t)ereint 
gebadet, unb bem gema^ be^m ©cbreiben burc^ +^3ei4)en 
loerbunben* Sn ber golge biefer einjeinen SS^eile, i)ber ©lie^ 
ber, beobad^tet man ben 9Iang ber in i^nen entl()altenen $0^ 
fenjen, wobe^ man aber naify IBelieben loon ber fjh^^m am 
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fangen, imb fo oDmiHg ju ben nlebrlgem- fortgejn, obeirauc^ 
iU umgef eierte Otbnnn^ eintreten la jfen f^nn, , 2)a§ erjie gibt 
bie faUen^e/ iai jwe^te bie (leigent^ 3(norbnun^ einer 
folc^en gorm, unb cS iji einfe iHüfd^weigenbe öebingiing bep' 
ber ©cljjdnblung berfetten/ ba^ fte entweber ouf bie tin 
ober bie anbere 2(rt georbnet werben foUen* 

3m . 3(nfange Idfft man bie ^oten^en ber «^auptgriße 
nur ganje unb- ))ofititje 3at)len ju e^ponenten ^aben, fo baß, 
X afö 3ei(ben ber ^au^tgroße, A, B, C ».[♦». alä Änbeu^ 
tung beliebig ju wdblenbcr ßoeffiiienten, bie aud^ ben Jfficrtb 
o gemattet, angenommen, unb unter n irgeitb eine pofiüU 
ganje BaU Derjlanben, 
entweber A +Bx.+ Cr» ...^-Ox» 
ober Ax'*+Bx«-« + Cx»-«-|....+0 
baS ©dj^ema ^er ju bearbeitenben ©runbform abgibt, ßine 
flrengere S5e}cid[)nung ))flegt fammtlic^e ^ßoefpjienten mit 
bemfclben S5u#aben an^ubeutcn, i^re 8Serfc^iel)enl)eit burc^ 
toergefefete Snbice« bemerflic^ ju machen , wo atfo jene bep.- 
ben formen burc^: 

a -|- ax^-j-ax* • ♦ /• • +axa 

o z n ^ 

ober: ax»-{-ax«-»-|-ö^°"'*-*+ * P^ barfteHen »urbem 
SRan ))Pegt einer folc^cn gorm benfelben Slang bepjufegen, 
»eichen bie lj)6cl^jle in i^r oorfommenbe ^otenj ber ^aupu 
gräfe beftfet, obne Stüd\iä)t auf Ü&re übrigen, niebrigere ^o^ 
tenjen entbaltenbe ©Heber. 

Sn ber golge erweitert fid^ baS ©efel^ ber ©runbform bo^ 
|in, baß andfy negatioe unb gebrod^^ene 3al^(en ald @r)>onenten 
ber f>otenjett in tfytm fuccefffioen ©liebern oorfomnien burfen* 
jDiefe Erweiterung jeigt fid^ fc^r balb aK not^wenbig, 25ie 
Sunbamentalaufgabe« ber ^(nalpftd ifr nemlid^ bie: man foU 
mit formen, bie nad^ ben eben angeführten ©efegen gebaut 
ftnb, red^nen, fo baß baS Siefultat ber 9ied()nung aK eine, 
bem nemlic^en ©efefee unterworfene Sorm berauSfomme. 3n- 

3f2 



fcem man Wefe«/ tm Regeln ber artt^mrttT(!^e« iOperÄtioneti 
getha^, ju reiften fuc|)t| ge^cn oon felbjl^ wenn Ite audj^ in 
ben crften Sormen, bie ben <in()ebenben SJec^nungen jum 
©runbe getegt würben, gar nid^l t)or^anben waren ^ fn \>Ulett 
gaUen ^otenjen ber *!g>au|)tgr6ge mit negatoen ober gebrod^^e« 
nen Syponcnten f)wev, fo baß man iebem JÄefultate cntfagen 
müfte, wenn eine gorm, in ber fofc(>e entölten ffnb; nid^t 
ebin fo gut a» anbre gefiattet fepn foBte» j£>abi)^ bleibt 
übrigens biefelbe SRegel ber Änorbnung; unb e§ ifi nnmiiteU 
bare Solge t)on bebt, waS t)orl&er über bie Slangorbnung ber 
. einjelnen ©lieber fejtgcfefet war, baf ^tenjen mit negatit)en 
ejcj^onenten fiur niebriger im Siange angefeben werben mfiffcn^ 
atö ^ol6)t, bie ^ojttioe ©rponentert entbalten, unb jwqr um 
bejlo niebriger, ie grfcfer ber negative Gy^jonent ijL 

Sn fofern nun, aU 2(u§brurfe einer fotdf)en erweiterten ©c^ 
fialt i)moxtxcUn, unb fetbjt wieber tri fernere Slecbnungcn 
t)erf[od^ten werben fonnen, tjt e§ atlerbingS notbwenbig, alle 
JRcgetn ber aritbmetifcben Ö))erationen audj^ auf fie ju erpredfen* 
es gjemigt ffir bie wefentlic^en äwecfe ber ÄnalpfiS,. afö aSb 
gemeinjteS ©d^ema, eine nad^ ^otenien ber ^au^tgroge forts 
fd^reitenbe gorra, fo baß bie fucceffiüen ©rponenten biefer 
^otenjen irgenb eine aritbmetifcbe ^rogreffion bilben, anju^ 
nebmem Sn Seid^en auSgebrudft: bebeuten a unb rf beKc» 
big JU wdb^nbe ^jofttitje ober negatioe, gan^e ober gebrod(^ene 
Sai^len , fo iji baS allgemeinjie ©cbema ber ©runbform , jleis 
genbe unb fallenbe JCnorb'nung jugteidj) unter ftd^) mt\)alUnt>t 

Ott 

ax« + ax«+J» ♦ ♦ + ax«+ra , , ^ 
Sufammengefel^te tttuSbritcfe einer foldj^en ©ejlatt ''f»tb e$ 
nun,, welcbe wir' aßmilig ben aritbmetifdl^ett jD})eraöbnen, 
bcren «Begriffe unb ©runbregeln, bie (Irementar-Äritbmetif 
bereits entwirfelt f)at, ju unterwerfen beabfkbtigen. 

' 6S tjl aber auf ben erjteri t)orIÄufigen JBIidf Har, bag 
aSerfnupfungen aufaminengefefeter ©ropen nur burdS> j^artieße^ 
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aflmdlig ju bilbcnbe SSetbinbungm ber Simenfe, w^aui fte 
^^ etjeugt ^a(>en , m&gH(^ ffnb, tint baß Vabe^ auf bu- iOtba 
nung, welctie im 3ufammcn|iellen jcnei; ©ementc ju ben 
erförbcriic^en paxtkUcn SBcrbinbiingen beobachtet wirb, febif 
8$ieI«S anfommt .Snfofem frebarf bie allgemeine 2Critbmetif, 
üK unentbebrltcb ju ü)iqx ^oüftanii^m ©rünblage geb^rig/ 
^€ittli(äber Söegriffe »on Srbnungen unb gotgen, bie im 'äu*. 
fammenjtetlen gegebener 25inge ftattfinben fjnneit^ unb nur 
tuxöf Sujicbung t)on fofcben taffen ftcb ib^c Stufgaben mit 
f^friebigenber fiSoUftdnbigfeit erlebigcm 



Btot^tt^ Kapitel 

Grfle ®rttnl>}üge ber (Sombfnatiottölebre. 



J)ie ßornbinafionStebre ip bie 2Bfffenfd(^aft ber iDrbnung^ 
ipclcbc bep SufammenileHungcn unb gofgen gegebener Dinge 
bcobacbtet werben fann, 

jOie einjefnen 25inge\ auf beren ®r5fe ober fonjKge ©c^ 
fidböffenbeit e§ babep burcbaf^^ nicbt anfommt, »erben auf bie^ 
attgcmeinfle 2Crt baburd^ bejeicbnet baß man ib«en Slumern 
auflegt, inbem jie gegeben werben , unb biefe ibre Säumern 
JU fieflöertretenben Seieben für fie fetbjl macbt Sn mand^en 
goflen , ijt eö jwecf maßig , für iebe§ ßtement wefcbeö einem 
Inbegriffe angebort', im TCttgemeinen bäjfclbe äeicben, irgenb 
einen S3u(bftaben j* (5* « einjufubren, unb aKbann burcb 
jugefugteSlumern (bie wobi am fd^itf[i#en ober ben !&ix6)i 
fiabj^u fe^en fe^n mocbten) bie einzelnen QUmcxitt an^m 

4^ 1 2 3 

bellten, ä, a, a u*,f. w. SÄelfien* aber, unb im SÖIgemeinen, 
ifl e8 am bejlen, bloß bie 9iumern fetbft, 1, 2, 3, u. f,w. 
üB 2Cnbeutungen ber eieftiente ju gebrauten* STOan bebient 
ftdb ött^^ wobl ^att ibrer anbrer 3eicben, be^ benen man fcbon 
^etoobnt i{i, eine unabanberlicbe go(ge ju beobadbten, &* & 
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befS5ud[)j!aben/ {nbeffen ijl eine folc^e IB^jelc^nung »eber 
tt)iffenf4)öfrti^ nodf) attgemefn. ' ©oKten unter ben gegebenen' 
fingen mehrere - fepn, bJc bep ber Sufömmengefeflung für 
ibentifc^ gelten mußten, fo baß ber gegenfeitige 5tu§taufcl^ 
berfelben feine 5tenberung bcnjorbrtngen fonnte, fo wirb man 
bep ber anfangtic^ca JBejet^nung jebeS^ t>on ibnen t>ux6) ble 
nemn*e 9?umer anbeuten, unb biefe fo oft auffubren, öB 
fold)e ibcnttfc^e ©ingc in ber Slei^e ber gegebenen tjor^ans 
ben jtnb, 

Sn fe^r tjlelen Sauen wirb man unbebenKicb ba9 erjle fn 
ber 9leibe ber gegebenen (SJementc fo fort mit i , baS jwe^te 
mit 2, u. f» xo, numeriren bfirfem Oft fnbeffen fönnen 
©runbe »orbartben U^n, boS Slumeriren nfd^t gcrabe mit i 
anheben ju faffem 2)ie 2(nal9fi8 namentlidf) b^t meijlenS 
Urfadje/ bep ibren 3(u$bru(Jen bie 2fnfang8gneber t)on ben 
fofgcnben ju unterfcbeiben ; unb bie 3abl ber Iet5tern baburc^ 
auSjubrurfen; baß angegeben wirb, ,bie wie t>iel|lm nacb ibrem 
• 2(nfang6gnebc fte finb* Sn folcbem %aü wirb bie Säumer 
be^ 2Cnfang^liebe§, 1 bie btS erjlen^nacb ibm u» f» xo. wer» 
ben. muffen» Unb im ÄUgemein^n wirb ibcx^aupt gemattet 
fe^n*, wenn bie gegebenen Elemente, ibrer SWatur gemäß, fuc* 
ceffit) mfcbiebenen Stangen angeboren, bie Snbice^ bieferJRdngc 
aK jielltjertretenbe Seieben für fie felbjl ju braud^en. 

6ben fo unbeftimmt mn^ aucb ber fiSegriff ber Sufammen^ 
gefeilung jener Elemente gefafft werben* £)b eine würHicbe 
83erfnü})fung unter ibnen getroffen werben foll, unb t)on 
wetd^er 2(rt fie fepn wirb, batjon abftrabirt man gdn^icb ; baä 
unmittelbare Solgcn ber einjelnen Elemente nacb einanber^ 
welkem ein 9?ebeneinanber sSe^enberfetben ht^m ©cbreiben 
entfprid()t, gilt aB ba6 Seieben ibrer combinatorifcben SSerbin^ 
bung. 5>er Snbegriff mebrerer jufammengepeUter eiemente 
wirb Sotm ober <CoitipU):ton genannt. 

S5et) jeber combinatorifcben» Operation geben a\x^ ben geges 
benen eiemeitten mebrere gormen 1}iV0f>x, welcbef eine nad^ 
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IttmUxn öitgegebcn mtim mftffcm klimmt mm nurerni 
«ei^e gegebener efcment^ an, fo laffen fic^ in üBe5le^)un3 auf 
jJe nur jwe^ 3Crten urfprunglic^er SufammenjleUungen benfem 
©itoeber treten äße ©emente jugleic^ in ble gorm ein, unb bann 
fann eö bloß Äenberung i]j)rer gegenfeitlften golge fcpn, woburd^ . 
^ bie eine äufammenjteüung t>on ber anberen unterfc()eibet} 
ober eö foDen jebeSmal nur einige bon jenen- eiementen jufam* 
, mengefaßt werben, unb aßbann la^t fit^, olf^ne SlfirffT4)t auf 
Megolge.ber einjelnen Elemente, bli^ baburd() eine Untere * 
fc^tbuhg ber' formen ma6)en , baf bte eine ni^^ burc|^auS 
Mefelben Elemente entbaften-barf^ dtS bie anbre* 2)a* %j© 
jldnbige 2Cuffuc^en aller gormen bei) ber erjlen SBorau§fa|illl^ 
wirb permutiren genannt; bep ber jwevten Combtnir^ff 
im weiterem ®inn. ©ine SSerbinbung bon bcpben jO^jero^ 
tionen, wo man erji combinirt> unb ^ernac^ jebe Sorm pw 
mntitt, rodö)t man gemeiniglich aB'eine britte einfache com^i 
binatorifc^e £)))eration unter bem Flamen beä Vatiittn§^ 
aufjuful^ren ^)flegt, i|l offenbar fdjon abgeleitet, unb faniv 
J6(^fien§ aU eine jufammcngefe^te betraci()tet werben. 

C§ fe9 tnbeffen eine folc^e Ö))eration einfadb ober ni^t, fa 
möffen allemal fejtr Siegeln gefunben werben, mi) bencn fic^ 
ttDe migli(^en gormen, mit 3tuöfc^tuf ieber uberflufffgen/ 
borjtetten laffem- 2)iefe Siegeln fbnnen nur auf einer beftimmi 
ten iDrbnung berufen , in wetd^er man aUmatig bie demente 
in bie einjelnen gormeri jufammenfugt Unb-biefc Örbnung. 
»i* o^rtc äweifcl bie boMommenfle fepn, wenn felbfl bie 
einjelnen formen, welche bep ber iOperation aHmatig ^erbor^ 
fle^, in 2fbftc^)t auf ibre Solge, eine in ftcb felbji erkennbare 
©cfe^mÄ^igfeit beobacl()ten* ©o wie eö unter ben einjelneti 
©erneuten einen Slang gibt, unb ficb froher« ober nieörigerc, 
t)Ott fpätejren ober bibetm bon felbff unterfcl^eiben; eben fo, 
iinb au6 bem nmUä)m ©runbe gibt -eS auc^ einm Slang 
unttr ben 6om})le):ionen, weldj^e fi<^ burd^ il^re Stifammenliet* 
Iwng erjeugen. Sine SSerbinbung wirb unfel^lbor bie niebrig^ 
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j&etffen muffen; wenn m^n bie ttiebrfgjlen Gtemenfc, »eldbe 
man in feiner ©ewaft ^at, fo lange fefet^ «B man tann; be? 
jDer SScrgteic^unfl jwei^er formen wirt) man alfo bieientge 
^^er mnmn muffen, in n>eld^er, früher aU in ber anbeuif 
ein ^6l^ere§ ßfemcnt gefeit »wben ijl, unb e8 bebarf nui 
biefer2tonal[)me^ um aQen formen; bie ft^ aus gegebenen 
^{ementen gebilbct ^aben ^ ibre Solge na^l einanbec anfflixo^U 
im* attan fonn inbeffen, wnn unter \ol<S)in g^rmen mebrer« 
toorbanb^n fmb^ bie fi'cb bur^ bie ^tnjabl ber üba\)awpt in 
ito^n entboltenen Elemente unterfcbeiben, ober ju loerfclj^iebencn 
<E|jrfrei»' geboren, biefenUmjtanb ju- einem vorläufigen Untere 
f^iN#ung§grunbe macben, unb ibm gemdf bie .^rt, wie bie 
ftKceffitjen ©teilen ieber gorm befefet finb, aUiann erjl ju 
tbrer ferneren JCnorbnung benufeen, wenn man fte fcbon »Drber 
fo gefonbert ^at, baß bie, welche ju einer niebrigern (Slaffe 
gel&oren, früher, alS bia übrigen, jur SSetracbtung gebogen 
werben* ,2)ie JCnorbnung mehrere formen, wobep man fcble^t^ 
^tn nur barauf pel{)t , ob fic^ frfil)er ober fjjater bep ber Ses 
fefeung gleicl?{)ober ©teilen ein Unterf^ieb jeigt, unb ob bcr:s 
felbc ba, wo er <5Mt pnbet, mebr ober minber betrdc^tlidb 
*ft l>flegt bie kKieograpl^ifc^e genannt ju werben 5 follen aber^ 
ebe fie angewenbet wirb, erjl bie gormen, nadj) ber SRengc 
Don Elementen, bie in ibnen liegen; in t>erfdj)iebene ßlaffeh 
SefleUt werben, fo ^)flegt fie bie aritbmograp^ifc^e . ju beiffen- 
SSepbe SSenennungen ftnb fre^lic^ nur bon ^injelnen S5et)fpielen 
lergenommem gur formen, bie alle ju berfelben Slaffe ge^o^ 
reu/ fallen le):icogra^bif^e unb aritl)mbgrapl)if4)e Änorbnung 
jufammem 2)iefen ßrfldrungen gemäß wirb baö Örbncn 
einer gegebenen SRenge t>on gormen ficb folgenberma^en öoHs 
jie|)n laffen» SRan werfe aUc formen , bie ba§ nemlicbe JCn^ 
fangSetement b^ben, in eine ^rupj^e jufammen, unb laffe 
tiefe ®xnppcn naö) bem Stange ber 2tnfangSelemente auf 
einanber folgen. Sn jeber »on i^nen fonbre maxi wieber bic}c3 
n^en ab unb jufammen , welche in ber {weiten ©teUe gleiche 
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(Slemente ^aUn, unb faffe bfefe/flefnmn @ni)^pen na^ bem 

Stange^ b^t in i^i;en jweptert ©teilen bepnbfic^en ©(emenfe 

fu^ nac^ cinanber reiben. Unb auf biefe SBeifie fcbreite man 

fHt, gormfcn, bie biS ju einer gewiffen ©teile b^nauf lauter 

gCeidb^ ßtcmentc befaffcn, nad^ ber SSerfcbiebenbcit beqenigen^ 

i»üd^c in ibnen bie ndcbjlniebrigere ©teile einnehmen, anein^ 

ünt>ttimti^m. ^an n^trb enblic^ babep bi§ auf bie lejten 

&UBien fommen, unb al^Vann nehmen bie formen tl()re ttnab« 

«nberlt^e Srbnung nadS> ber .^obe beö^ßlemeijtS an, weld^ed 

tSe lejte ©teile befefet. ©oll lejicogra^ifd^^ georbnet werben, 

{0 fe^t man fogteic|^/ o^ne ficb an bie SSerfc^iebenl^eiten in ber 

fSenge t>on Elementen be^ ben einjelnen ^rmen ju febren, 

tu Qbigen Stegein in ^nwenbung; foU e$ aritbmogra)>bifdb 

^dbeW/ fo fcfeeibet man juüor. bi^ Sormen nac^ ber SabI 

»Ott Elementen, bie in ibnen liegen, in ßlaffen, unb »erfahrt 

bann m\{ ieber ^lafe, »ie üor^in* 2luf bie eine ober bie , 

«ttbre Steife/ follen au^ im Sofgenben aEe formen ieber jeit 

gcorfenct erfd^einen* 

I* Sie erße combinatorif^e £))^eration i{i ba§ permutireit/ 

100 man aUe in einer gegebenen ST^enge liegenben Elemente 

nimtr um il&re golge auf iebe mogli^c 2trt ju üerdnbem. 

^abev fann auffer bem einfad^fien Salle, too iebeS ber gege^ 

f^nen Elemente ald t>erfd|)ieben ^on ben übrigen gebadi^t, unb 

'tem gemäß bejeic^nct wirb, auc^ noc^ ber eintreten, bap m^l^^ 

fcre unter biefen Elementen afö ibentifc^ angefeilten werben 

foQen/ fo bap eine SSerwecb^lung berfelben feinen Unterfc^^ieb 

lieroorbringen foll, in weldj^em Sali fte mit bemfelben 3eid^en 

«ngebeutet tperben muffen. @^ werbe nun ba§ @ine ober ba$ 

Xnbte angenommen, fo bleibt babep bie SRot^wenbigfeit, bafi 

ioerf(|>iebene gormen fold[)i ^eiffen foHeu/ bep benen wurflidb 

Derfcbiebene @lemeitte nicbt burc^auS bie nemlicben ©teilen 

einnebmen; e§ wirb alfo mhQliä) fepn^ biefe formen al6 

terfcbicben im 9lange aniune|)men, tinb bem gemdfi eine JDrbs 

ming unter ibnen feft^fe^n, ia man wirb burd^i bie SSorftel^ 
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leiten im Qtanit feiern* 2)te niebxfgfte unter allen tiefen gots 
wen finbet ^id) Ui(!i)ti man fefet ntir t^ie gegebenen Elemente 
in natfirlicf^ec golge na^ einander. 2(u^ ieber Sorm bie ndc|)fb 
l^6^erc abjuleiten, f)at eben fo wenig ©d^wierigfeit; man fud^t 
bie f})5tejie ©teile Ux gorm auf, in^weld&e, o^ne btc fni^ewn 
ju beriil^ren, etwa« ^fc^ereS gefefet werten fann, al§ »urflic^ 
in il[)r jte^t ©iefeS ^6bere muß alfo aus einer noc^ fpateren 
. ©teile ber Dorliegenbem gorm ^erru^ren. ©ollten fotc|)er nodj^ 
fpdteren ©teilen, fcic ttxoai ^i^ercS enthielten; mehrere fepn, 
fo nimmt man an^ ii)mn iai Clement , »ttc^ .ftd^ am 
wenigjien über ieneS anfanglid)e. ergebt, um eS für baffelbc 
an ben ^tafi gu fe^en. SBleibt nur ber ganje frufjcte a:^e{l 
ber Sorm unberührt, fo i(i fc^on bur^ bicfen' 3fct eine (gr^os 
][)ung ber gorm vorgegangen, toie- aud^ baS l()erau6geworfene 
Clement, nebjl ben fn bem folgcnben Z^dk ber görm befinbs 
lii^tn, in bie nacbfolgenben ©teilen gcfefet werben mag* ^an 
wirb aber äße biefe (Stemente jcbcSmat in naturlid^er Örbnung 
nac^einanber gu reiben b^ben , bamit bie (Srl^ol^ung fo wenig 
aB moglid^ betrage, ©iefer Siegel a^fr^S^ f<^«« w'««/ t^ort 
ber niebrigftcn gorm au^ge^enb, allmalig jebe fuccejfw I^S^crd 
aus ber unmittelbar Dor^erge^enben ableiten, unb fo enblid^. 
aHe finben* ^ 

es gibt aber jwifdSjen ^ermutationSformen 'no^ cfti^ " 
anbre SScrwanbfa^aft, alS bie beS JRangeS ober ber ßrrbinatiom 
es mögen aus gewiffen eiementen fc^on aße moglid^en gor:? 
mm gebtlbet fepn. ©ie jerfaßcn t^ojt felbjl in mehrere Wirten 
ober (PrönüMgeri, w^nn ju ber nmliäim Örbnung alle 
bie gerechnet werben follen, welche baffclbe Anfangs . eie^ 
ment befifeem ©onbert man bep gormen ber nemlic^en ©rbs 
nung baS Anfangs, eiement ab, fo bleiben formen übrig, 
bie aus ben anbern eiementen gebitbet ffnb, unb jwar aUe, 
bie ftd^ aus il;nen bilben- laffen. Saber bie JReget:' um aUt 
gormen ju er()alten, ik ein ^ewiffeS dkmtnt an ber (Spi^ 
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fS^eii; werfe man Wefe* auä ber Stelle ber gegebenen weg, 
pftmuütt bfc fibrjgen, unb ftett^ t>^n baburdS) entflanbenen 
Qmpltjionm jene« eicment wieber t)on Snbeffen laf t jid^ 
Me* SSerfo^ren nur bann auf eine einfad&e 2Crt burd^ffi^ren, 
wenn bie Elemente alle t)on einanber t)erf(^ieben ftnb, fo baf 
fic alle auf 9tei4)e ®eife ftt ben gotmen erf4)einen. JUSbann 
fie^t man attmdlig 'tebe« folgenbe (Siement afö neu ^injuge^ 
fommen ju ben tjor^erge^enben an, unb fefet ti anfangs allen 
im gotmen t>ox, bie 1t(^ au^ biefen f<^on gebilbet ^aben» 
ticbntd) txffalt man alle bieienigen 6ompIe):ionen , toelc^e 
ieneö (Element an ber ®px^t führet?« SBenn man in biefen 
ti'rö Anfang« 5 dfement mit bem na(i()ftniebrigem. pertaufd^t, fo 
etjilt man alle fjormen ber nad^flhiebrigern Örbnuiig, unb; 
wenn man fo mit bem fßertauf^en fortfahrt, ge^en attmatig 
oDe Örbnungen \>m' ber ^6d^ften biS jur niebrigflen |)ert?cr» 
SSbet bieS SScrfa^ren lÄft pc^ bep ©ementen, unter benen 
meutere gleiche t>orfommen, nid&t gebrauchen, i|l alfo infofem 
nur aB f)>eciell gu betrachten. 

SRan fann, auc^ o^ne bie ?)ermutationSformen PoHjlanbtg 
JU Wlben, i^rc mögliche Änjd^^l gum 5Borau6 bcflimmen» 
%m tdc^tepen gefc^ie()t eS , wenn bie Elemente burd^auä üon 
einanber »erfc^ieben jtnb» SÄan \)ahc bie formen, weld^e 
au§ einer gewiffen 2Renge t)on etementen moglic^^jinb, fd^on 
gebilbet* Äommt ein neue« ^inju, fo erfd[)einen biefe gormcn, 
baS neue ah ber ©}>ifee, fammflid^ wieber, bilben aber fo 
nur eine Örbnung jufammengefefeterer ßomptcribnen/ unb 
»ieber^olen ftc^ für iebeS ber wrl^erge^cnben ©emente, inbem 
eS bur^ SSertaufc^ung aUmdlig an i\)tt ©pifee gelängt. 9Ran 
Wommt alfo bie äal^l ber vorigen gormen fo oft, ^alS Ste^ 
wente toorl^anben ftnb, baS neu ^Injugefommene mitgered^net; 
tttjer; bie Qa\)l ber fdS)on t)or^er t)or^anbenen gormen mufc 
tipHdrt ftd^, fo oft tin neueS ^injufommt/ mit ber ^Cnjal^l 
«Her t)orl^anbenen öieifiente. SRun aber i|l biefe 3a^l ©nS/ 
mn nur ein ©ement . oor^atAen ift/fie wirb alfo allmdl^ 



y 
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ein 9robuc| qQ» ganjen Saf)(en ton (Hn^ in, (i$ jti J)eYje« 

nigen |)inauf> n)elid[)e axiici^t, n)iet>te{ SIemente uberaU t^or^ 

^anben finb. 3n Seichen : Sjl n bic 3al^l bcr t)orl^anbett€n 

Elemente, fo if^ 1 • 2 « d • • • n bie SKenge ber au^ il^nen 

wJfilic^en ^crmiitattonSformcn. 

@inb aber unter bm Elementen mel()rere einanbet gletd^/ 

fo ftnbet {tdj^ bie SRenge bet formen nur mittelbar« 68 

tn&gen aQe biefe formen )(9firf(i4i ipor^nben fepm Sebe 

t)on i^nen, n^enn ftcf) bie unter einanber g(eid()en 6(e$ 

mente in lauter Dcrfc^iebene i^enoanbelten, {6nnte ali^ 

bann noci^ fo t>iel neue ®e{la(ten anne|)men, afö ftd^^ bux^ 

SSerfefeung jener> fo eben »erfc^ieben^ geworbener ©ernenn, 

untereinanber, of)ne SBeru^rung ber übrigen ableiten liefen. 

fiRan mußiplicire alfo bie 3«^! ber anfanglidb üorj^anbenen 

gormen mit ber ^ermutationßjabt ber Heineren SKeftge, 

toelc^e ie^t in ii)t gleiche Elemente entf)dlt, unb man wirb 

erfahren; wieviel gormen au8 allen gegebenen eiementen/ 

wenn feine einanber gleid()e baruntcr waren, gebifbet werben 

Knuten« 2(ber biefe i tooHe ^ermutationSjabl ijl f4)on anbcr^ 

weitig befannt, fann alfo rucfwdrtS ikmn, bie gcfuc|>te ju 

pnbem fStan biüibire fie burcb bie $ermutation§jaf)I ber 

SRenge, wel4)e bie t)orl)anbenen gleidS^en Elemente jdl^lt,.unb 

ber jEluotient wirb anjeigen, xok öiele gormen unter JBepj 

tebaltung biefcr gleichen Elemente moglicb ftnb« Sn Seichen: 

©inb n eicm^nte üor^anben ; fo ift i * 2 ♦ 3 ♦ . ♦ n i^re t)otle 

?)ermutation6iabl* @inb aber unter bicfen Singen m ein^ 

anber übllig gleiche, alfo 1 .2«3*«*ni beren ?)ermutation^ 

1 • 2 ♦ 3 ♦♦♦ n 
ja^l, fo wirb ■ * \ ' - ^ ■ bie SRenge ber möglichen gor- 

• i. *U * 3 * •■• ^ , 

men fepn« ©oßten meljjrere t>erfdS)iebene 2Crten gleidS^er ©(es 
mente üorbanben fe^n, fo b<^t man aü§ bemfclbm ©runbe. 
mit ber SSerfefeungöjal^t, bie jeber t)on bicfen fteineren SSRen^ 
• gen für ftc^ jufommt, iu biüibjren: ©inb unter n 2)ingen 
p gleiche einer ^ewiffen 2lrt, unb q glei<|)e einer anbem Art; 



[ 



— 13 -- 



: — ^*^\ — iU 2fnja]&l ber mhaliä^tn &>rm)Io:ioncn. 

n. £ombtn{treti im eigentlichen @inne f)t\^t; aixi etnev 
jcgebcnen JRei^e üon eiementen ©lieber ausgeben, unb 
ba»on Sufammenflellungert machen; fo baß nur bie gor^ 
men alS berfd^iebene angefelf^n »erbert, ^wetc^e nid^t burc^* 
au8 bie nemlic^cn (Stemente in fi4) faffen* es üerfle^t fic^^ 
Dap ou^ ^ier alle möglid^en Sormen geforbert werben. & 
limien ubrifl^n§ unter ben eiementen me()rere einanber '^Uiä), 
jte fonnen and) fammtlic^ Derfdjjieben fcpn. 25a6 äcidf^en C foll 
im gotgenben ben Snbegriff gewiffer 6omHrtation§formen am 
beuten I unb ein über baöfelbe gefegter SCnjciger ben @rab ber 



ebejKmmen^ »05U bie gormen gelberen foHen. C j. 6. 
bebeute alle Sombinationen ju ie 4, bie aui gewiffen 6Ie$ 
wenten m6gli^ ftnb. 

2)a eS bep ßömbinationSformen auf bie gofge ber jufam;! 
raötgejlellten eiemente nicbt anfommt; unb ^enberung berfet 
ben feine »erfc^iebenen gormen l)ett)orbringt, fo barf man fiä) 
M ©infame in biefer Zb\iä)t jwr Siegel 'erwdblcn. 2)ie 
®em.cnte foUen in jeber ßombinationSform bie natirlid^e Srb^ 
nung Uohaä)tin, fo bap nie ein ^h^mi borange^t, unb ein 
ttlebrigereS nadbfolgt/ 

Uebrfgenä mufi bep bem 2Cufjlellen ber ßtemente auSbrfitfli^^ 
at^egeben werben, tbie oft irt^eS ^on ibnen ^orfommt, benn, 
obgW4) ^^^ Ö^)eration felbjl immer biefelbe bleibt, fo f)at man 
boc^ bep i^rer 3ufammcnfugung in bie gormen borauf SlüÄ jid^t 
p nel^men* ©oHte ein Clement bep bem äSitben ber Sombino^ 
tfottSformen fo oft, alS man wollen fonnte, gefeilt werben 
bfefen, fo genügte bep bem 2Cuf(leUcn beS ©toffeS ein ein^ 
ttoltgeö @e|en beffelben mit einem beigefügten SBteber^Oi 
tai8^iei(|)cn (wobi am naturlicbften iuxö) ^unctirung erreic()2 

btr» ®o w&tbe j. (S. C (1« .^2 **# 3«0 <^0^ Kombinationen 



^ 14 ~ 

jtt 4 ani Un.i^UmtnUn i, % 3, bcren jcbc« batet? in ben 

gotmen fo oft, atö eS bic 3al&I i()m ^Jlafee gcjfattet, erfc^ei^ 

s 
ncn bfirftc, b^beuten; C(i , , . 2, 2, 3) olli Kombinationen 

bon 5 ßfcmentcn, bic entwcbcr i, ober 2, ober 3 fcpn mulfcn, 

tt>obc9 aber ba6 @Iemenf l fo oft aß man n)iß, 2 nur jwei^: 

mal, 3 nur einmal in ber cinjefen gorm auftreten bürfte. Sn 

fef)r t}fe[en gällen bcr SCnwenbung liegt cö fo Hat in ber 

Katur ber ©ad^e, ob babep unbebingtc obtr ganilic^ untere 

fagte 2Bieberl)oIbar!ett bcr Sfementc jlattftnbet, baf man 

2Cngabcn barüßcr^ burc^ au§brüÄid()c a3cjeidS)nung, für uier> 

fififfig ^art. 

e§ fep nun eine gcwiffc Steige üon Elementen gegeben, 
tinb eS »erbe geforbert, aHc ßombinotioncn einer' bcftimmt 
t)orgefd$ricbenen ßlaffc ou§ il^ncn ju bitbcn. ^icr ftnb, wie 
bep ber ^ermutation, wieber jwcp SBBege moglidf), bcr eine 
auf Kporbination; ber anbre auf ©uborbination ber formen 
gegrunbet 

S5e9 bem er|ten beginnt man mit ber, niebrigften Sorm/jebe 

eteUe folglich fo niebrig bcfefeehb alä man barf. @o lange 

alfo nod? ein frul^ereö eiement wicberf)oIt werben fann, ift e« 

mi}i erlaubt, ein f^)dtere8 ju fefecn. @inb alle Slemente loet? 

fcbicben, fo fe^t man fic in naturli4)er jDrbnung, biS bie 

SRenge ber ßlaffe tm\i)i \% Um a\x% einer gegebenen gijrm 

bie na#l)6^erc abjuleitetf/fud[)t man bie fpdtejle ©teile auf, 

in weld^e auS ben gegebenen ilfementen ein l^fc^ereö gefegt 

werben fann, afö in i^r fte]J)t; fel^t baS am wenigjten lt)o^ere 

in biefe ©tellC/ unb ffillt aüe folgenben fo niebrig al8 rtiftg^ 

Iicl(> aus» 2)iefeS 2Cu§fulten muß na&j 9Raaßgabe ber üors 

|)anbenfn eiemente gefcif)el)n, aber aBemal unfehlbar fo, baß 

feine Unorbnung iahz"^ entjle]()tj alfo nie in ber gorm ein 

niebrigereS Clement auf ein l()6^ereS folgt, ©inb bal^er npd^ 

Elemente tjorl^anben^ bie bem neu IE){ncingefe6tcn gleid[) finb, 

fo befe^t man mit il^nen bie folgenben ^U\kn fo lange mm 
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&atfc unb iiet!|aiipt folgenbc ©trflen fo lange mit bem nemfi* 
i^en ei^cmcnte, afö bic t^orgefd^ricbene; 91JHcbe.tl&olbarfeft bcffelben 
geftottet; cfee man ju bcm nd#^6l&crcn fortfd^reftet; um 
mü i^m baffelbe SSerfa^i:?« ju webcr^plcn. ©iefe 3(rbeit 
ifl ftegliä) in ben bepben iu^etjlen Odilen am leic()te{len ju 
mAäften* ©cp unbcbingtet SBieber^otbarfc« füttt man alle 
|i%enben ©teilen mit bemfelben Elemente au^, vi>dä)ti 
^r er^Sbwng in eine gewiffe »or^ergebenbe gefegt worben 
«oof ; £c9 burc^au^ loerbDtener 8Qteberbolung mit lauter r>cx^ 
Öiiebcnen, fo wie fic in natürlicher jDrbnung auf ba6, ber 
»lo^^ung »egen ^ineingefefete, Clement, «nb auf einanber 
^%em Snbeffen bleibt bie £^eration felbjl in allen gdtlen 
Me n^wliöit, unb nur »erfc^lebemc äöefdj^affenl^eit ber Singe 
mi^an fie öoUjogen' werben foU, mobipcirt ibren^ immerfort 
o^ bemfelben ©runbe berul&enben ®ang *)♦ 

eten fo U\6)t bietet jtdj) bie a»6glic^feit unb bie 3Ret^obe 
ftee^ Don niebrigem gormert ju bö^^ten aufjteigenben Sßerfalg^^ 
tmi jbar», fStan l^abe auä gegebenen ßlementen alle 6oma ' 
l^ionen fcl;on gebilbety weld^^ einer gewifffh klaffe angel^&< 
WtKU ®e^t vftan einer fold^en @omple):ion no^ ein @lement 
pt# ol^ne fotift baburd^ eine ÜB^ebingung ber iD))eration iu 
.Mtfe^n, fo entfielt au?^ ifjt ejne 6om))le):ion ber ndcb(ibif)eren 
lUftfpe. 9limt man aSe m&glid^e formen einer gemiffen Staffe, 
Hü jeber.toon i^nen jebeS ber gegebenen eiemente.bepjuffigen, 
pH ^^m e8 bie SSebingungen ber Operation felbjl erlauben, 

'- ^4öid>en>gombtttitett ä« Slementen, We jTc^ nurteröolen bütfert^ 

dttt ganj anbere Cpetatlon ju ma*en,'Äl^ m^ bemietttgen«, wobep 

fciji (glemettt wteber^olt werben batf/ «nb^bem gemäß ,^ für biefe 

f)|)eratiottett mf^iebene ^eic^eneittsufü&ven/ würbe fe^r unricbttg 

^ fei)m Sie «Berfc^tebenljelt Iteat in hen (Elementen , womit man jtt 

^' t|mf bÄtj ber Snber^ worauf ffc^ bie comMnatotifc(?e Operation 

■ -. leitet / it^ itn erflen Me nic^t fo gebaut ^ tioU im 3 weihten. $6(bs 

' . faiU finnte e^ itr ^bfid^t auf il)tt bet) wieber^iolbaten Elementen t^oit 

,_ eiuer 8rtfüriung im ©d^reiben, fo t>a^ [cM (Clement nur einmal, 

-' «Hb/ wie oft e^ ftd^ wieber^olen barf; burc^ eine befonbve 3^61 

#iniebett, «tnsegeften toürbe; no<t^ bie 0iebe feyn. 
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ühb fiöi t>aU^ feine ibentifdj^c görmen ctatleKcn, fo «luf matt 
auf bfcfe 2frt äße Gom^Ierfonen ber nd#^5^mn (Staffc et^afc 
ten. ©i'cfeS Scpfugcn ßcfc^le^t om fcf^icfKc^jlen bur^ ©teHung 
an bie @))t^e, ba eS für )cbe 6ompIe]:ton boc^ nur einmal 
Qi\i}tl)n barf. T)aie^ werben ft4^ bic JBebingungen ber Öpe- 
tatii)n am Iei4)tciten befriebigen laffem 3ebe8 ber gegebenen 
Elemente barf nur benjenigen 6om})Ienonen ber vorigen 
ßlaffe öörgefe^t werben/ in benen baburd^^ fein aSerjlof ber 
golge gegen bic natürliche JRangorbnung berßlemente entfielet 
Sjl alfo SSieber^ofung unbedingt gefiatf et; fo barf eS allen 
ben formen üorgefefet werben, bic nid)t niee>riget anfangen; 
ijt jTe beoingt gemattet, aUm ben formen, weldl)e in i^ren 
erjten Stellen ia^ toorjufegenbe gfement noci^ nid)t fd oft 
entl^alten, atö c8 überall t)orifommen barf; ijl jte gat nicfet 
gemattet, allen ben Sormen ber vorigen ßlaffe; welche mit 

. einem ^ö(>eren Elemente anf)eben/ aß baS tjorjufelenbe i^ 
SRimt man nacfe ber SRei^e iebe6 ber gegebenen, wirflid^ vztt 

' f4)iebenen Elemente, um' eS unter biefen SSefc^ranfungcn 
aUin ßomplerionen w>rjufe|en, bic ju einer gewiffen Slaffe 
ge^Jren , fo muffen alle gormen ber ndclS)jl^6^eren Stoffe in 
gefelfemdffiger £)rbnung l^ert)orge^n. ©oUte ni^t bloß eine 
Glaffe üon ßombinationSformen , fonbern beren me()rere, \>on 
ber erften an, bi6 ju einer gewiffen \)h^ixtn, geforbert werben, 
unb wollte man ben Snbegriff aller biefer formen, loncogra^ 
Wi^ jufammengeorbnet, er^lten, fo wdre eS nic^t nbt^ii 
iebc Gtaffe erft für ^^, md) itn vorigen Siegeln, ju entwi«. 
cf ein , unb bann biefe Sormen nad^ ben ®efe^n ber lejrfcogra« 
:p^i(cl&en golge aneinanber ju reiben,, fonbern manfönnte burc^ 
üebergel^n t)on einer gorm jur nddE^jl^S^eren, })\tt, wie fonft, 
bie üollftdnbige 2)arjiellung aller tooHbringcn. Wlan laffe auf 
baä lefete eiement einer gorm baß fleinftc folgen, welil)e§ o^ne 
Unorbnung, Ueberfd^reitung ber für iebe§ beftimmten SBieber^ 
l{)olbatfeit, Ueberfteigung be6 ®rabe6 ber boc^ften Slaffe, wo^ 
bon S^ormen borfommen burftn^ gefc^el^^n fann, fo li^at man, 
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^ oft c* mhiliä) ift, eine n'a(|)(i^^ei:e gorm. @^t blefe« 
Saferen nic^t mcl^r an, fo fud^e man in bcr Sorm bie tiefte 
@t«8e auf , wcldf^e ein l[)6^erc§ ßfcmcnt mti^aUm fann, alS 
lai in i^r ftc^enbe iji, unb fc|c in jte ein fo wenig aB 
mh^liöf ^ol^ereö wörflid^^ fnt baS ehemalige an ben ^lafe» 
Saburc^ erhalt man aBbann, o|)ne SSSeitete^, bie ndcj^fll^o^ere 
gorm» Snbeffen m5gte bfe Qanic S^peration fetten Dorfommen. 
SSemerfenöwertIf) i|l bie SSeTOanbfd^aft be§ ^ermutirenö 
mit bem ßombiniren* SWan laffe aüe gegebenen ßUmcnte^ 
aß wenn ^jermutirt werben foßte, auf einanber folgen, ntac^e 
ober in bicfe ?)ermutatton§form gewifferma^en einen diniä^hitt, 
Ux »on i^ren ßtcmenten fo \)kU ber anfdnglicljcn abfd)neix>et, 
al8ber,@rab ber ju bilbcnben ßornbinationS^ßfaffe beren 
fwbert. Unb nm pixmutivt^ man unter ber S5cfdj)rdnfung, 
baf nur bie gormen für t}erf4)ieben gel)aHen »erben foUen, 
iep "benen nic^t bur(|)au5 biefetbcn (Slcmcnte in ben nemlic^en 
3ttfcl)nitten ber ^ermutationSform fte^n geblieben pnb. 
es würbe leicht fepn für ein foId^e§ bebingte§ ?)ermutiren, 
ttr|i)run8nd)e Kegeln 5U geben, felbft in Um gatte, wo ber 
Jtbfd&nitte in ber gegebenen eiementenrei]J)e noc^ me]S)rere ge- 
malt würben, fo bap nur bie gormen für t)erfd)ieben getten 
foKten, be9 werd)en feine bloße ?)crmutatton ber in bemfelben 
W<^nitte enthaltenen eiemente ^vorgegangen wdre. ^icr ift 
rääft bie ©tette für eine weitere 2Cu6fül()rung biefer l&6d?jlwlc^* 
tigcn jufammengefe^ten combinatorifc^en £)<)eration, auf 
wd(^ man- bep einer großen SRengc bebeutenber Unterfuc^uns 
jen iurütfgefü^rt wirb. SRur ein SSepfj^iet i^re§ ©ebraudi)«. 
Sinb n t)erf^iebene 25inge gegeben, aui benen man aße 
fornbinationen ju m bilben foB, fo mad?t man in t)U 3tt\\)t 
ber n (Slemente einen 3Cbfd)nitt, ber m auf ber einen, n—m 
auf ber anbem ©eite liegen Ij^aben wirb. 2)er ^ermutdtionen 
biefer n 2)inge würben in 2(Uem n.(n— !)♦.♦. 1 fcpn, 
ojne alle SSef^rdnfung. Surfen aber bie m 2)ingc i>e$ 
<ien 2(bfd[^nitt§ nie^t unter einanber permutirt werben, unb 
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eben fo »enig ble n— m 2)inge im jwcpten 3fbf^nitt; fo rebu^ 
cirtftd)bie3a]^lt>crgormenauf "* "~ 
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Ober abgcfurjt auf j — , wel^rö alfo 

fcie 3a^l aKct ßombmationen ju m au§ n 2)fngcn iji* 

IIL £)ic Variation ijl eine orbncnbe £)üeration, bep 
welci^er fd^on mebrcre getrennte Sfeibcn »on Elementen tjorauö^ 
gefegt werben* Sie greift in äße bicfe JReiben ein, um au5 
jeber ton it)nen ein ßtement berauSjunebmen, unb eS mit 
anbern auä bcn übrigen Sveibcn jufammcnjufteUen j jte "otx» 
tangt ober eine ganjlid^e JBoßftanbigfeit in 7lb\iä)t ber Somj 
jjfenonen , bie ftcb auf tiefe 2(rt bilben laffen. 2)a§ 'Seicben 
V, mit ben 2Cnbeutungen mebrcrer gegebener 9ieiben in SJer^ 
binbung gefcfet, foU ijn Sfncbfolgenben ben Stibegriff aller 
gönnen anbeuten, bie ficb auf bie angegebene SBeife aud 
allen ©liebern biefcr JReibcn bilben . laffen. 3u pelcber 
ßlaffe bie entjlebcnben gormen geboren, »irb Jtcb iebe§mal 
t)on fctbjt ergeben burcb bie 3(njabl ber JJIeiben, m^ beren 
Elementen fie ficb bilben- SKan wirb tnbeffen aucb bieä 
burdb ^^"^^ ubergefe^ten Snbc); au6brürflicb bcmerfen fonnen 
V tijtrb bcm gcma^ ben Snbcgriff atter SSariationSforraen 
au§ r gegebenen Sieibcn bejeicbnen , bon^ wefcben gormen 
jebe eben barum r eiemente ent^dlt , ober ber rten ßfaffe 
anget)ort» 

a3ep ber wurf lieben 3(u6f{ibrung . biefer £)j)eration bietet 
^ä), al§ naturlicbe Siegel ber Crbnung, üon felbjt bie gor^ 
berung bar, ia^ in ber golge, wie bie gegebenen Steiben mit 
ibren ßltmettten, n)ot>on jie iebelmal eineö barbieten, ju ber 
SSilbutig ber gormen beitragen, eine unabanberliä)c»S)rbnung 
beobachtet merbe* ©ie erjie ©teile ber gorm foU immer au§ 
ber erjlen Slcibe, bie jtpepte auö ber jwepten, befel^t werben, 
unb fo fort, baburtb erlangt man bie SRbglicbfeit, ber an^ 
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fbngS ffir dne ctnjernc Slcf^c t)on dUmcnUn gcw^^rten ^©C5 

jcic^nung öuc^ l^ter getreu bleiben ju fonnem SWaribejetd^ne 

jmmerl&in alle etjlen ©Kebcr- ber ßcgcbenen Ö?ei^en mit i, 

aUt jweptett mit 2, überhaupt ,atle 9lcid[)bol[)en mit ber 

3(i\)l, welche awSbrucft^ bie n>iet)ielpen fte in ii)ux SReibc 

finb, e§ fann barauö feine Unbejlimmtbeit entfprinsen; fobalb 

in ben »urflidE) gebilbeten formen bie ©teile beS (Slement^ 

bierit; biejenige unter ben gegebenen Steigen nad[^jun)eifen, 

auf weld^e e§ SSegiebung l&aben foIL 3Cuf biefe %xt fann olfo 

ein einjiger gemeinfd()aftticber jSnbey, bie 0?eibe ber ganjen 

"Saufen, für aHe gegebenen SJeiben gugleidb gebrandet werbem 

%\xä) bie aSariationöfcrmen »erben gu einer bejiimmten 

ßtaffe geboren, bie ftd^ aber niäjt nad) 2Bitlf%, fonbern 

burcb bie SRehge ber fStü^tn, toovaui fte gebilbet werben fotten, 

bejiimmen Idft. ^ 

S^at bie eine ber gegebenen SIeiben fo oiele Elemente aß 
W anbrc , bann bebarf e§; um bie Sufammenfefeung ber gor* 
mm ju beginnen, nur be$ allen biefen Sleiben gemeinfcbafts 
lidSien Suber, unb beö @rabe§ ber ßlaffe, woju bie gormen 
geboren foHen* Sgat aber bie eine ber gegebenen JReiben nidbt 
fo t)iele etemente <jB bie anbre, fo iji bep bem ©ebrau^e 
i^reS gemeinfcbaftlicben Snber bodb noc^ Slucfjicbt auf jebe 
einzelne JReibe ju nebmen, bamit nicbt au$ einer Sleibe ^in 
®lieb t)on gcwiffer 3abl geforbert »erbe, weld^eS in ibr nid^t 
eatbötten iji *)♦ 



») 3« tem Satte, wo bU gegebenen Mfjett ni*t gleic^viele (Elemente 
baben, ober öatin ibnen giicfen »otfommen, uni'b man geiirung^n 
fepn , ein iimlid} umfldnblid^e^ SSerfabren bep ber entnucf (ung ber 
fStariationöformen ju beobacbten. ^ier würbe e^ m be<|uem(Ven 
fepn, atte Sotmen «nteteinanber ju feßen, xtnb ein föt attemaf, 
Aber iebe ©tette bei* Sotmen, bie (Elemente ber Oieibe au fcbreiben, 
att6 welcbet biefe @teae befe^t werben nmß. Siiöbann bat man, 
bep ber ^efeßung einer ©teile, immer nur Olüceffcbt auf bie iiber 
ftr flebenben ffemente an nehmen ; fotl fte fo wenig M mh^lid^ 
erbibt werben I fo iji e^ H^ m irenigilen b&bere Clement a"W ber 



~ 20 — 

J8e9 bet äBiIbung bcr ©ariatlonSfomeri ijl ba« aümiKfl 
öon nicWßcrn gotmcn ju ]()6^crcn/ nac^ fuccefflt) »ac^fenben 
©raten t>cr ßlaffen; oufjleigenbe SScrfa^en baS nalurfij^jte. 
3Ran fefec bie Elemente bcr crjien SRd^c einjcln; man fuge 
i^nen atten, nöc^ Ut iDrbnung, bie fuccefflt^en eiemente ber 
jwe^ten bep. ©oH bk8 »epfugen ein 5Rac|)fe6cn fei(m/ w(e ed 
bie Srbnung im äufömmenfugen ber Elemente auS ben toerj 
f^iebenen Steigen in bie fnccefftTjen ©teüen ber gormen forbert, 
«nb fetten bie gormen fclbjl in gebiriger golge bewcrge^n, fo 
muf man mit bem niebrigflen ©emente ber erjlen 0tei^c bes 
ginnen, unb ibm toottjtdnbig atte Gfemente ber ixo^i^Un atlmäßg 
nacbfefeen, barauf baS jwepte Clement bcr erjlen Steige, um 
iamii eben fo ju t^erföbten, «nb fo fort bie fibrigen. JCttge« 
mein: wenn bie SSariationöformen au8 mebreren 3itH)m idfon 
gebilbeti unb in geb6riger ßrbnung gegeben jinb, fo er^tt 
man au^ ibnen biejenigen, xoü6)z bep einer SBerbinbung ber 
tjorigen JReil^en mit einer neuen, ju SSariationSformen, übers 
bau|)t erjeugt »erben I6nnen, wenn man aflmdlig jebc ber 
fcbon tjorbanbenen formen nimt, um ibr nacb unb naä) aJk 
Elemente ber neuen 9teibe in ibrer Örbnung nacbjufefeen, fo 
bafi man ju Uimt forgenben gorm fortfcbr^itet, ebe man 
nicbt ber t)orberge]()enben ,oHe bie etementen nacbgefe^t f)at, 
welche bie neue SReibe in ^d) fcbfießt JBep biefem SSerfab^ 
ren bebarf man laum eined Snbc):; man fSnnte e$ mit ben 
gegebenen Sleiben felbjl unmittelbar in 2(u§ubung fcfeen* 250« 
bep ift eS t)6Hig gleid^gultig, ob jebe ber Oleiben fo t)iele 
Elemente 1)at , aB bie anbren , ober nicbt 

2Cu8 biefer Siegel folgt auf ben erjlen SSlicf , baß bie 2Cn- 
jabl ber entffcbenben gormen ein ^robuct au8 ben Sablen 
fepn muf, welche für bie üor^anbenen eiementenreif)ett ange^ 



mcifte ber ii6er i^r fle^enben; fo« fte fo tiieb'tig aW mh^lid^ befejt 
werben, fo tfl e^ ba^ nicbrigfle ber über i^r (le^enbeii Elemente, 
womit man fte in befe^en bat. 



/ 
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ten, toit ^kU ©lieber UU berfetten ^öbe. %üt im gaH, wo 
oBe jene Stellten glei^ loiele ©lieber l^aben, xvmbt alfo, wenn 
bw MI ter ©lieber in iebct 3Uif}e zz t, bie Sßenge ber 
m^m felbjl = n i^n fcH, r» ble Änial^I ber möglich 
85arJatton§formen fe^n» 

iBraud()t man aber für aOe Slei^n einen gemeinfcf^aftlidS^en 
Snbei:, fo befommen ble gormen 2fe^ttK(i()feit mit ßombina^ 
tionSformen / bie \id) au§ tUn bem SnUx bilbzn fonnten« 
%it würbe iebeS ©lement ftrijn wieber]J)oIeh, infofern eineö t>on 
feiner 3al&I in mehreren, ober aUeti oor^anbenen Sleil^en oor^ 
fommf, fofglic^ wegen jeber in bie SSariatton^formen eintreten 
fann^ %i\ä) würbe man bep biefen gotmen Unorbnung in ber 
Jolge xi)tex einjelnen ©ementp nic^t umge^n fonnen, weil 
iebe§ etement einer folgenben Slei^e, eö fepi^odj) ober niebrig^ 
allen S«>rmen auS ben t)orl^crgel^enben. Steigen iinbebingt nadja 
gefegt wetten foU« SBSoUte man auf eine d|)nlid^e 2Beifi^, wie 
bep ben urf))rünglicl(^n combinatorifd^en £)))erationen, bes 
ätangorbnung {Ufolge^ weldi^e unter oerf4)iebenen SSariatiou§f 
formen ®tatt finben fann, oon ber niebrigjlcn auSgeJ^n, unb 
oUmdlig ju ieber fucceffio l^o^eren fortfc^^reiten^ fo würbe l^ier^ 
im 2(llgemeinen, foIgenbeS SSerfja^ren not^ig fe^m Sebe ©teile 
ber gormen ift an eine beftimmte Sieil^ gebunbe« , fo bafi fte 
imi; üu^ bicfer bi^ ßlemente em}>|tingcn fann, woburc^ fie 
befefet werben foBL Um bie, niebrigflc gorm ju cri^alten, bea 
fe^ man alfo jebe ©teße mit bem niebrigften etemente, wel^ieö 
bie jur 2CuöfülIung biefer ©teUe bejiimmte SJei^e in fid^ faßt* 
Um }u einer gegebenen gorm bie na6}^hi)i^t 2U ftnben, (ud^e 
man bie f^^dteße ©teile ber gorm, in wel^ie, ani Ut, il^r 
juge^6rfgen Steige, noä) ein l^o^ereä Clement gefefet werben 
• barf, unb bringe in fie ba§ am wenigpen If^ol^ere wieber l^inein; 
bie folgenben ©teilen füHe man jebe mit bem oUerniebrigjten 
Elemente auS, weld)cS in ben, ju il&rer erfütlung angewiefe^ 
nen SRei^en, überall oorfommt, t>atmd) entfielet bie ndcbjll^s 
l^ere Jorm» 3n bem ©peciolfalle; wo jebe ber gegebenen 
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Keinen fo trfcl (Slemente, alö bte anbrc bcfifet, toom erfien an 

. ii% jum l^oc^jlen l)im\xfj fann fidS^ biefc^ SScrfa^ren fc^r ab^ 

furjcn, weil atöbann bic Elemente, womit b(e eine ©teile 

ttx go^m, fo wie bie anbre, befefet werben fann, ein fu« 

- aflemöl befannt, unb immer blefelben ftnb. JCl^bann fann 

e6 ^)eiffett : man fe|e in bic mSglidt)!! fpitefte ©teile ein ndc^fU 

größeres Clement, unb futte alle folgcnben nac^ i^r, fo oft cS 

beren geben foHte, mit lauter Elementen ber niebrigften "Ttrt 

m^. Sn biefem gdlle erfc^einen bie IBariationSformen aK 

(5ombination§comt)Iej:ionen , bie fid^ au^ einer einaigen Stti^t 

»on eiementen, bem gemeinfd^aftli^ieh Snbejc aller üor^anbnen 

Steigen ber gegebenen SDinge, gebilbet i)atkn, babep aber in 

allen ^ermutationen , bie i^re Elemente erlaubten, üonjlanbjg 

bargeftellt. ©erabe biefer gall fommt im arit^metifcben ©e^ 

brauche beS SSarürenS fel^r böwfig toor, unb bie Siegel fiir i^n 

i(l \>on aufferorbentncl)er SSBidS)tigteit. ©inb, fo lautet |te, 

mehrere an 3at)l unb 9{ang ber Elemente t)6Utg gleiche Steigen 

^ti)anbm, fo bejeic^ne man i^re gleid()l)o^en ©lieber inxäf 

biefelbe 3a^t, unb bllbe auf biefe 2Crt einen Snbey, welker 

bie naturli<i()en äa^lcn, nac^ ber Örbnung, ent^alt^n wirb^ 

Zix& biefem Snbey erjeuge man juerft aße moglid^en ßombi* 

nationSformen beä ©rabeS, wefcber* bunib bie Zai)l ber ^px^ 

l^anbenen JBei^en »orgefc^rieben ijl. 3fföbann pnmntixe man 

t)olljldnbig auf alle m6gli(|)en 2frten jebc biefer ßombinationS^. 

formen* ©er Snbegriff aöer barauS ^ntpanbenen 6om))Ieyioncn 

gibt bie gefuc^ten fBariationSformen , in.benen iebeS eiement 

ün ©lieb aus einer ber .gegebenen Steigen bebeutet, fo baß bie 

ßa^l ber ©teile, worin baS Clement ^(ä)t, bie 3al)I ber Steii^ 

nacbweijl, woraus eS genommen werben foB. S5loß in biefem 

Ui^Un gälte alfo burfte man allenfalls fagen, baß bic SSaria^ 

tion fid) auf ^ermutiren unb ßpmbiniren jurucf fuhren laßtj 

in allen übrigen , fobalb j. ©* bie eine Sieibe nicbt eben fo 

t)tel Elemente ^at, alS bie anbre, ober einjetne ©lieber, in 

ber einen ober ber anbern, \?on gewijfer 3abl, ni^t uorbanbeh 
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finb, rvd6)eiii>6) im ÄRgemcInen eben fo gut ^tiaä)t werben 
fann, findet biefe 3«rucffü()run3 burcl?au5 ferne- Qtatt, unb 
eö bleibt t»aS SSarürcn ein urfprungUd&e^ , ob^Wc^ \ö^:n jus 
fammengcfefetc^ combinatotifcl)e§ a3crfal)ren. gür/ bie 3frit]^s 
ttictif ijl eä ba§ tt)id)ti9Jle unter aüen, benn t^ermoge feiner, 
Ircten juerjl bie SSegriffe uhb Siegeln ber 6ombinatiDn«el&re 
in btc 9SBiffenf(!^aft ber Sö^Ienüerfniipfungen ein» 

IV. Sie JBcturfn'iffe ber 2fnah;ft6 fül;rcn bie Slotl&wen- 
^igfcit l)crbc9/ bie bcpben iD^erationcn beS ßcmbiniren6 unb 
SSariiren§ nod) unter einer mi)cx mobiftdrcnbcn JBebingung 
ga betrachten, njobcp e6 bavauf anfommt, bflj5 man, tjorau^i 
gefegt bie gegebenen Elemente fcpcn burd^ 9Jumern reprafcntirt, 
ttnb an^ biefcn bie Änbeutungcn ber Sormen* gebilbet, alle 
diejenigen gönnen einer bejlimmt t?orgefc^rie6enen 2Crt jufam^ 
mcnfleHen foH, in bcnen bie Slumern ber ©jCcmente jufammen^ 
gerci^net eine \)orgefcf)riebene ©umme auSmad^en* 

A- (Eombinationen 3n beflimmtctt Summen. Sn Bdä)tn 
follcn aüe ßombination^formen ber mn ßfaffe, in benen bie 
Sltimern ber Elemente, n)etd)e ber Äürje wegen fpaterl;in 
felbjl bie Elemente ber gormen ^)eiffcn mögen, bie Summe 

n SAm , burd^ »C angebeutet werben. Dl^nc ben Snber r 
wütiz ba$ Beid^en «C alle ßombination#formen jur (Summe 
u ü^ne 9{ürfftc|)t auf ßlaffen , unb eicn barum für alle ßlafs 
fielt, bebeuten* ~^ 

* Sie nadbften Swedfe ber ^Cnal^p verlangen nur ffit ben 
%M , wo jebeö ©fement beliebig oft wicberl)olbar ift, unb alle 
(Sembinationöformen einer tjorgefc^rfebenen ßtaffc angel^prert 
fotten, eine befiiebigenbe 9tegeL 25iefe fann aber burd^ ben 
©ebraud^ beS coorbinirenben 5Berfa|)renö fogleid) bcrbepgcfu^rt 
iDfiben. Sebod? mu^ man in ber 2Cu^fu^rung 2 galle untere 
fdS^efben: (gntweber bie gegebenen Elemente bredben nid^t ab. 
^ bjefem ^aU befe^t man atte '^lafee ber gorm mit bem 
niebrigjlen ßlement, unb bringt in bie lefete b,a§ienige, wel^e§ 
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mit il^ncn jufammen W gcforterte Summe crjcugt, fo f^at 
man bie niebrigllc %^tm, fcie biefet @umme angeJ^Sren tarn. 
Um t)on einer fc^^on tjor^anbenen gorm, bie eine bejlimmte 
©umme bttrjleHt, ju ber na#^5^eren fortju9e{)n, fud^t man 
in xi)x bie fpatejie ©teile in n)eld()er ein Clement ft^i)t, ba§, 
um 1* t)ermel)rt, noc^ ^ttoa^ ÄteinereS borbiet^t, ali bie ©unu 
me ber Elemente in allen fotgenben ©teHen , b'urcf) i^re eigne 
Sal^l bit)ibirt- ©ibt e6 eine [old)e, fo er^5l)t man ilf)r Clement 
um i, befe^t alle folgenben ©telten eben fo, unb füllt bie 
lefetc mit bem, waö bie geforberte ©u^me erganjt. 

jDber bie gegebenen Elemente gel)n nur bi§ ju einer bes 
fiimmten Sal^I l^inauf, unb brechen aBbann ganilid) ab. 

Sn biefem • %aU bleiben ganj bfe vorigen SRegeln , nur 
baß man i^nen ^injufugen muß: folltc fein fo l^ol)e§ Clement 
toor^anben fepn, alö jur jebeSmaligen SSefefeung ber lefeteti' 
©teile in ber gorm , bamit biefe bie ' geforberte ©umme er^ 
gebe, not^ig fe^n mogte, fo bcfefee man biefe fo ^odS) aK 
man fann, unb laffe ba6, waS bann nod(^ fel)lt, dtlmalig burc^ 
en^o^tmg ber ©lemente in ben rudEwartS tjotn (Snbe burc^ 
laufenen ©teilen l^injutreten, wobep aber aud^ baS größte 
loorl^anbene Clement mö)t uberfc^ritteU; unb ju feiner neuen 
©teile rutftoartö gegangen werben barf, el^e in bie vorder* 
gel^enbe ba§ größte üorl()anb'ene Clement gefegt toorben ijL . 
B. Variationen 3» beflimmten Summen* Sßemv 
tt)ie e§ be9 bem SSilben tjon aSariationSformen tJorauSgefe^t 
wirb f bie Elemente mehrerer tjorl^anbenen Slelben burdj^ 2n^ 
biceS angebeutet werben; »etd^e a\x^ ber natürlichen Salj^len* 
teilte l)ergenommen pnb, fo ergibt e§ ftd^ aud^ ^ier t>on felbjt, 
baß iiä) alle folcf)e, in einer gorm jufammengejiellte, SnbiceS 
jufanimen abbiren laf[en, unb eine bejlimptte ©umme brins 
gen muffen^ vbaß man alfo, wo fidf) anberweitig Snbegriffe 
mn SJüriation^formen erjeugen , verlangen f ann , alle bieje^ 
nigen baju ge]()6rigen, beren SnbiceS (^ier felbft Elemente 
genannt) eine gewiffe befttmmte <Snmm^ au^mac^en, t^oQ^ 



- 25 '^ , . 

jlonbifl ittfammcngcfJelK ju ergattern Z'ai. 3c(^en «V foB 
i9eitetl()in alle SJariattenSfovmen im ®umme m^ anjetgen 

ta§ na^ct beftimmtc "V,. alle SSariationSformcn bcr rten 
ßlajfe, beren ßtcmcnte jufammenabbirt bie Summe m er^ 
jeugen, jur ^(nbcutung bringen. 

gÄr bie äweff e ber 2Cnal9fi§ genfigt , in 'Kbfiä)t auf ben 
6€9 einem fo mobiffjirten SSariiren aniunc|)menbcn ©toff, bie 
SSorau^fcfeung r baß bie Steigen, ouS bcrcn eiementen bie 
gormen geWIbct werben foUcU; 9leidf)t)icre unb grdc^^o^e 
©lieber befifeen, alfo burdS^ tim einjige, itire SnbiceS ent: 
^aUenbe; reprdfcntirt »erben fonnen. 

es .werbe unter biefer SSorauSfefeung Verlangt, aHe SJo^ 
ciaticnSformen auf^uflellen, in benen bie QUmtnts eine ge$ 
tDiffe, un^binberlicf) beftimmte, @umme barfteUen/ unb babe^ 
iivmüiä) }U ber, iuxd) bie Sa^I bei< Steigen öorgefd(^riebenen 
Stoffe gel()6ren. 35abev wirb ein gebo}?peßcr gatt erwogen 
»erben muffen: entweber bie ©lieber ber Steigen ge^n in uns 
befrmrate 2Beite fort, fo baß beren )^im jeber no(j(> fo l^o^en 
3a6( t)orl(^nben fmb, ober fte buä^m mit einem @[tebe i^on 
iepmmt loorgefd&riebener |)ol&e ab* 

Das IBerfal&ren, welc^eä fi4) auc^ ][>ier juerp barbietet, ijl 
boS xoorbinirenbe, weld^eS i^on ber niebrigf!en gorm gu bett 
^effit) I^J^eren fortf4yreitet. Um bie niebrigfte gorm ju fin« 
tto, fe^t man in ade früheren ®teOen ba& niebrigfie ber 
trat^anbenen Elemente, aber in bie aSerlel^te @teQe ein 
Siemenr, groß genug um mit ienem bie geforderte Qummc 
wU in machen. IBep einer befc^ranften ^a^ ton QUmtnUn 
^t man üiefleid^t fein fo l&olE)e§ me]()r in feiner ©ewalt, 
oKbann alfo befefet man bie lefete (SteBe fo l^oc^ afö man 
barf, unb legt t)on bem JRejte, ter nun nod^ an ber Summe, 
welche bie gorm barpellen foH, festen wirb, aamotig ben 
bor^ergel^enben ©tetten baö ^6#e bep/ wa8 man nehmen 
lami, um bie in i^nen jum SSorf^ein lommenben eiemente 
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nidbt {\Ux bie ^or^fö^tithent ©renje ju treiben, »obe^ ft^ 

üon fclbti t>€r(lc^t, traf man einer frä^ren ©tcUe nid^t ü)a 

jeine erbobung geben barf, atö btö bie, auf fie fofgenbe, 

fpdtere, feine mebr anjuncbmen fdbig ifl. Um ju einer fcbon 

gegebenen gorm bie ndcbPb^b^re, berfclbcn ©umme unb 'GIrtffe 

angeborige, ju finben, fud^e man bie f^dtejle (Stelle auf, bcren 

eiement ficb erb^b^n lagt, weil in einer nocb f|)dteren ©teße 

cm emiebrigungSfdbigeö (Slement t)orbanben ijl, »elcbeö ben 

(Stoff baju beigeben tann« . Wlan etbobe ba§ trjie glement 

tim eine ginbeit, fuße alle folgenben ©teilen mit bem. niebrig* 

flen an^, unb fefee in bie le^te ein ßlement, wetcbeS mit 

aUm übrigen bie tjerlangte (Summe bworbringt. Boük ein 

fo b^b^S eiement niäft »orbanben fepn, fo »erfabre man genau 

ipieber, wie bep ber fiSilbung ber niebrigflen gorm in bem 

nemlicben galle* 

(Sin fuborbinirenbeS SSerfabren, um alle SSariationSformen 

einer beftimmten ßlaffe ju erbalten, weld^e einer Dorgefcbrie^ 

bencn (Summe angeboren, wirb ftdb unter ber JBorauSfei^ung 

leicbt organifiren laffen, baß*, alle S3ariation§formen ber nocbft- 

ntebrigeren 6laffe bie ju allen geringeren ober nicbt "^hi^am 

©ummen al6 bie geforberte gebSren, bereite au§gebilbet ftnb. 

2)ie, jTcb auf ben erflen S&M recbtfertigenbe Siegel, wirb laus 

ten: man nebme allmdlig iebe @rup))e \>on formen bet t>mi 

gen Slaffe, bie einer niebrigcren ©umme ^ugeb^rt, unb fuge 

^ibren gorraen baö Clement bep, weljcbeä ibre ®umm^ ju bef^ 

ienigen ergänzt, bie in ben toertangten gormen ber ndcbtib^b^ 

ren ßlaffe \)txtii)en foU. Die ?tnatpfi6 . bebarf biefer Siegel 

bau)Mfdcblicb für ben gaU, wo alle gegebenen .Steigen ibentifcb 

012 
finb, unb ftcb burcb baS ©cbcma a, a, a, ... reprdfentirem 

2(lSbann wi^b ficb berfelbe, wofern unbeftimmt bie 3abl ber 

Sieiben m ijl, in ßeicben burcb ben 2fu§brucf 

m m— 1 n m— 'i 11— 1 in~x 11— h m— i o 

»V=:«>V a-t-»V a + ...i'V a...-f»'V a 
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©ct^neßK* (jl, in Wi^t auf t)ie JBUbung Don ©arfationö* 
formen ^u beftimmten <^ummcn, auc^ bcr.gaU für bie ^na^ 
IpfiS er^ebfid^; roo man, angen«;^mmeii / baß mel^rcre ibentifc^e^ 

12 3 

JReil^en, beren ©cl)ema a, a, a, .... iji, (jegebcn |Tnb, öuS 
i^ncn äffe Jöariationßformen ju einer beftimmten ®umme, 
Mn ber erften ßtaffe biS ju bcr ^5d}j!en, weld^e bie Bal)l ber 
t)or^anbenen Slei|)e gcjlattet, jufammengejiefft erl()altcn wollte. 
8Äan ben?e fi^ alte %otmm, bie einer bejlimmten Summe 
aiigc^oren, üollftdnbig bepfammen. Wlan fonnfe fie auf jeben 
gaß na6) if)ren t)crf4)iebenen ÄnfangSelementen in üerfd^ie^ 
bette £)rbnun9en abtl)eilen* ©onberte man üon allen, bie 
berfeften Srbnung angeboren, ba§ biefe Ärbnung bepimmeribe 
2fttfang§element ai, fo mußten alle bie formen übrig bleiben 
t0cl(i)e einer Summe angel^oren; bie um bie 3al;I beä abgcfons 
bcrten etementS niebriger i|i, xoit bie anfdnglid;e. Umgefel;rt 
4tffo tpirb man alle m6gric|)en formen erhalten, menn man 
ättm&ÜQ iebe§ t)orl)ahbcne Clement aB 2fnfangSeIement fc% 
mib eö iebe^mal aK foIcbeS an bie ©pi^e aller ber formen 
Äetctt Ia|t; bie einer ©umme geboren, weld)e mit bem Snbcr 
beS Clements felbft jufammen bie geforberte auSmari^t. 

Sn Seiten, töorauSgefefet baß V alle SSariationöformett 
fte mögen welker ßlajfe -man will angeboren, bebcute: 

12 h n— 1 n 



drittes ^ajjttcL 

Zbbitipn, ©ubtractiott. ©rfler $auj)tfall bcr 
3ÄuUij)Ilcation. 



S>ct SSoUjidnblgfeit wegen ijl eS erforberlid(), felbft bie 
«infacf^pen arit^metif4)en JDjjerationen, fofern ffe an 2fu§brfidf en 
«cflsogen werben foUen, weld^e nac^ ben für bie ©runbform 
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Ut jtnalpfi^ fiewä^Ren ©cfefeen gcbilbet finb, in ffietrad^tung 
tu jie^n, mQeaä)Ut iiä) t>ahct)rnm tttoa^ DeraQgemeinert^ bk 
{Regeln beS gen)6l^n(ic^en dtidjtitn^ mit becabifd^ gebUbeten 
Sagten toieberl^olen* 

I. SSep ber äööitioti mel^rerer formen, n)eld()e nad(^ ^o^ 
fenjen ber nemlic^en ^aupt^xh^t gcorbnct (tnb, braucht niä)t^ 
ipeiter ju gefc^el^n, aB eine SufammenfleQung berfelben/ tvo^ 
b€9 gIeid()^o^e ©lieber ficl() ju einanber gefetten« ©ic finb 
baö ßinjige, »aä ijereinigt werben fann anb muß; man 
fonbert bie gemeinfc^aftlic^e ^otenj- ber SQauptQxh^t in ü)nen 
0b, abbirt baS xoai übrig bleibt, baS l()eißt bie 6oef{iöientcn 
ber einjefnen ©lieber , iufammen, tinb fefet biefer ©ummc 
Jene abgefonberte ^otenj ber S^aupt^xh^'z wieber bep« S^iefe 
einjefnen ©urtimen jlellen tjon felbjl eine nacb fuccefiipen. 
§)otenien berfelben ^auptgroße fortfd^reitenbe gorm.baf, unb. 
man \)at i)kx weniger Arbeit afö bep ber ^Bereinigung \>kU 
jiffriger Sagten, weil baS Uebertragen ani einer ©ummc in bie 
nd#t)o{)ere, wegen ber Unbellimmtl^eit ber ^au^itgroße, unb 
ber bamit t)erfnu}3ften Unbefd^ranftl&eit ber ßoefpjienten , ie|t 
(eine Qtatt "fjaUn fann* 

!!• gur baS Öubtra^lren ergibt fid^ biefelbe SSorfd^rift* 
SJinuenb unb ©ubtrabcnb fo jufammengejleflt, baf QUiä)i)o^t 
©lieber in be^ben fidS^ einanber jugefetten ; bie gleid()l&olj)c ?)otcn j 
ber ^aujytgroße ayS jwei? folc^^en ©fiebern abgefT>nbert ; t>om 
. ßcefftjienten be§ einen, ben beS anbern abgezogen; bem 9lejle 
bie t)orber abgefonberte ^otenj beic SQaüptQxh^z wieber bepge^ 
fugt. ©0 entjlebn für bie gefud()te 2)ijferenj einjetne ©lieber, 
na4> ben fuccefrit)en ^otenjen ber ^au^Jtgroße toon felbjl 
fortfd^reitenb« 

III. 2)er erjie unb widf)tigfle, oh^Uxä) particulare gatt ber 
tnuUipUcatiott iji offenbar berjenige, wobe9»man nur jwep 
gactoren annimt, beren jeber aber eine beliebig öieltl^eilige 
®r6f c i^on ber b'urdS^ bie ©runbform ber JCnalpfiö üorgefd^rie^ 
benen ©efiaft i% Sn ©emaf ^eit ber erflen ©ruobregeln muf 
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man aUbann, uitt iai fStt^vttat ju tt^alUn, aUmÜii iebeo 
a^eil M WtuUiplUan^S nehmen, nm i^n fuccefjlö burc^ jetea 
S^ieil Ui ^\xltiplicatox& 5U mu(ti))(iciren, unt^ t)ie $rob.ucte 
tn eine ©umme jufammenjie^en. 2)ie efnjcincn Steile au« 
hvfibm, bic fid^ iebcSmal mit einanber multijrficiren, ftnb in 
ber Siegel felfcjl §>robuctc aui jwep gactorcn : bcm ßoefjijten» 
fen, unb einer ^otenj bet S^auptQxh^e. Snbem man ein 
faar folc^ ^robucte mit einanber multii)licirt/ wirb mon ^ler 
Im Sufammenjieaen i^rer gactoren bie ßrbnung befolgen, baf 
We be^ben ^Jotenjen ber ^auptgrJfic fic^ in ber SRuItipIication 
weinigen, «nb eine britte ^otenj eben biefer ©tofe bilben, 
bie, nad^ ber befannten Siegel, bie @uttim^ber QxponmUrtf 
»elc^e in ben fic(). muftiplicirenben ^otcnjen lagen, jn b^m 
irrigen befommt, unb baf eben fo ba§ ^robuct ber b^ben 
ßoeffijienten, aß eine einjige ©r6ße'gebad[)t, jener |)otenj 
jmn ßoefpjienten »ieber beigegeben wirb* S)ic einjclnen 
f)robucte, welche auf biefe %xt entfielen, muffen |)ernac^ fo 
bur<^ 2Cbbition ijcreinigt werben , bafi alle bie , weld^e einerlei 
|)otenj ber ^aupt^xh^t enthalten, ju einem ©liebe jufammens 
jliefett* 68 muß alfo bcp llj)rer S5ilbung eine fe|ie Ärbnung 
bertac^tet »erben, bie baS »oUjlanbige *!g)en)orge^n, unb bfe 
«ofl^wenbige 3ufammenjleH^ung ber jufammen gelE)6rigen ^vo» 
bucte mit ftd^ bringt. SRogen bie 3Cu§brudEe, weld^e IDiufc 
äpöcanb unb SBultiplicator barjieHen, jic& juerp in jleigenber 

a -}- ax' + ax*. • . . + ax^ • ♦ ♦ ♦ 

b +bx' + bx» +bx' 

Anbeuten. Um nun in fejler Örbnung unb tooOfianbig irgenb 
ein ©rieb be8*^robu^t§, allgemein ber 3at)l nac^ ba§ rte jn 
«Ittften, braud^t man nur bie fuccejfitjen ©lieber beS SRufc 
tlj^Hcanb, loom ebm foüicHen an, tudfwdrtö bi8 jum Zta 
ftegigliebe ^in ju ne|)men, unb jebcrtt ba§ ©lieb beS IBiuIti^ 
l^cotorö m Sactor bepäufüg^n, U^m 3a^l, mit ber jene« 
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erftcn bur^ 2CbbW6n t>erbunbcn, bic beö öcforberten öußmad^fc 
©0 wiirbe öHgcmein boS m @Iieb be§ |)robuct6: 

t o T— 1 1 T— h h O T 

(ab '{- ah * ^ ^ +^»'^+»»» ab)x' 
e^ ijl t)on fclbp Har/ baß für r = o, afö SDBcrt^ bc6 Jfn^ 

o o ^ 

fang^glicbcS für baS gcfud^te ?)robuct, a b erfc^einen tnuß. 

©icfe JRegel welche tjcrlangf; ötte jniglic^en ^robucte ju 
ber€4)ncn, bercn crjlcr göctor an^ einer gegriffen erpen, bcrcn 
jmeptcr göctor au§ einer jweptcn ßoeffijientenrci^e genommen 
werben muß, fo, boß bic Snbice§ bet?ber gactoren iebeSmal 
eine bePimmte ganje 3öbl r ^ert^orbrfngen; fft einer jufams 
mengejogenen S3eieici^nung fal)ig* Denkt h jebe beliebige 

ßanjc 3at)I t)on o biä r an, fo ifl a . b ba§ iiKgemein« ©dSjerna 
aller jener einzelnen ^robucte. Um nun auSjubrücfen, 
baf in ber jX^i^at in bemfelben fnr h allmalig alle S5Sertt)e 
*t)on o bi§ r inclufioc gefegt, unb bie Summe affer einjelnen 
JRefuItate gebilbet werben foff, ifl ba§ @ummation§jeic^en 2, 
t)or ben 2(u6brucf bc6 hten gefe^ty nur baß baneben bemerft 
werbe, baß für h allmdlig äffe gange 3af)Ien/ anl)ebenb mit 
o, unb fd^Iießenb mit r gefegt werben muffen, fel^t 
jwecfmaßig. ©o würbe fxd) bie ganje 2(nbeutun8 auf 

h T-h h 

o..* r2'(a • 1>) X' jufammenjiel^m 

* di 1jl Kar au& ber Siegel felbp, baß man, um für baS 
9)robuct ein ©lieb »on'gewiffer'Sa^I ju erl)alten, ntd)t mel^r 
iinb mä)t weniger t)on ben fucceffwen erjien ©liebem beS ^inen 
wie beS anbem gactorö n6tl^ig f)at, ata bie 3al?I beS tjerfangtcn ^ 
einleiten in fic^ fci[)Iießt. 2ßer ba^ nt ©lieb b€§ ^robuctS 
finben wiU, muß baju, fobalb bie gactoren fo weit ge^n, bie 
r erjien ©lieber' fo wobt bea ÜÄutti^Jlicanb aB beS SBJuIti|)licator§ 
l^aben* ©inb unter biefen . ©liebern *o geworbene, fo fallen 
bie ^artial})robuctc weg,, ^weld^e, fonjl aua i^nen gebilbet, in 
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We 3ufammen1lelIiinA getreten fe^n ti)firben; wnb aföbantt 
furjcn fic^) bie Äu^tucfe ai. 

Tim einfa#cn bitten fic^) bie au^erjlen ©lieber beS ?)ro5 
fcuctS, ia offenbar bie nicbrigjfen ber S^ctoren, fid) miltiflU 
jirenb; baS niebrigfle, bie I^Sd)jlen , ®nel>cr berfelbcn/ öuf 
gleicl^e TM, ba§ lf)6#e be§ ^robuctS erjeugen muffen» esijl 
barauö eine leidste Sotgerung; baß allcmal baö ^robuct eine 
gorm fepn tt)irb, bcren Slang f)ert?ortritt, wenn man bie 
{Range feiner Sactoren burc^ 2Cbbition »erbinbet. 

e^ tann in ber SRegel fnr bie ^eeffijientenbered&nnng ni^td 
änbcm, wenn man SKuItipficanb unb SRuItipficatox bepbe 
faUcnb orbnen wollte.- fedre baS @dE)ema 

Ol r n 

a X« + ax» 1 ♦ . . 4- ax**-^ ♦•.-}" a ^ 

o 1 xn—r m 

hx^ +hx^-^ . . . + b:sy . . . +h 

fo * würbe; wie t>orl)in/ iebc§ ©lieb bc§ ^robuct«, fo^ 
balb man, feinet* 341 gemäß, bie ^otenj ber ^aitptgroße 
tcfiimmt l^dtte, bie in il^m t>or!ommen muß, feinen 
6o«tfiiienten erhalten 1^ wenn man alle ?)<«ttiatprobucte ju* 
fammenfaßte, bie au^ jwe^ gactoren, einem ber 2Crt a, bcm 
onbem ber 2Crt b, fo gejliftet würben, baß i^re Snbiced 
jwfammen ben ©rab jener im ©liebe «»erlangten ?>otenj ber 
^auptgroße au6macl)ten« S)er 2(uSbru(f in allgemeinen SeidS^en 
»urbe in biefem Satte nur cttoa^ umjidnblic^er. Sm Zn* 
fang^gliebc be§ ^robuct§ würbe x« +1» crfd()einen5 im rt<n 

noc^ i^m alfo x^+n--». 3el^t würbe alfo a ♦ b ♦ f &t 
h jebe beliebige ganje 3al)l toon p^an bi§ m+n— r verfian» 
hm, 2Cnbeutung atter ju bilbenben ^artialprobucte fe^n. Unb 

^ . m^-n— T— h h 

©•♦.(m-^-n-r)^ ( a • b) x"»+«-* würbe bie SJarjlettung 
be« rten nad^fölgcnbeS ©liebeS fepn» SKan bdtte baffelbe au§ ber 
oiifSngHcljen SBetra^tung ableiten f ihnen , burdl) bie SSemer^ 
hms, iQ$ baS m©tieb beä ^robuctS bep falfenber £)tbnun3 
titib baö in-fn — rte be^ jteigenber t)6llig jufammenfallen 



— 32 — 

mfiffcm Sn Ux Zl^at, »cnn ntan in unfcrcr erHen Stegel 
jlatt r fc^t lu + n — r, fo credit man bic iweptc* 

2)ic attgemclnjic %otm, »eld^e für analptifc^c 3we(fe bera 
SRultt^jficanb unb fSlultiplkatot gegeben »erben fann, ift bie^ 
n?o i^rc Exponenten ax\tf)mtt\\(i)c ?3rogreffionen; mit bclieW^ 
Qtn 2Cnfang§gIieberrt, aber burd() gleid^e Differenjen fortf4)refe 
tenb; fepn mSgen. ©inb «, ß, S gan^ beliebige 3af)Icn;fo 
wirb ba6 ©d^ema biefeS Sall§: , 

Ol r 

Ol T 

offenbar aber 5nbert fi^ babep in ber JRegcI für bie Goeffii 
jientenbere^nung but^auS mä)tL ©onbert man au6 ber 
. erjlen Sorm ben gactor x« , an^ ber ixo^^tm x^ , itnb nennt 
xaan momentan x^zzu, fo i)at man^ 

Ol T . 

X« (a -j-au,»»+aur*.*) 
I o 1 't 

x^ (b + bu* ♦ , . bur ♦♦ ♦) 

®ie einfad()en gefonberten Sactoren geben x«+/8; bic com^jleiren 

o o h 

eine Sorm, bie mit ab anl^ebt unb im rten ©liebe o.^rZ 

x-h h . 

( a . b) ür entbdft» ^ier für u jurficEfubpituirt x^ , nnb im 
gemeinfcbaftlidfeen gactor x»+ß in bie einjefnen ©lieber gebracht, 
l^at man al§ ^robuct eine Sonn, in ber ia^ 2CnfangSgßeb 

o o 

abx«4-/3, in ber, allgemein^ ba6 rte na^ifolgenbe 

P^.^rZU • bJx« + /3 + rJ iji 

®abe9 tjerbient a(fo bemerft ju »erben , baf ber 2Cnfang6< 
©TpL^nent beS ^robuctS bie Summe t)on ben JfnfangS ^ ^po^ 
tientcn ber gactoren ijl, unb baß bic fotgenben (gjcponenten 
tine ^rogreffion mit berfelben Sifferenj, »ie fie bep jenen 
^eirfcbt, beobachten; bie Siegel ber Soeffijientenbered^nung 
blei&t ganj wie im erjien unb einfa#en Sali* 
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ffioDte man tvitfi^ öl« fjactoten jn).e9 Sormen onne^men, 
ivf tftntn bie (StponmUn ber ^otenjen in ben einjelnm 
©liebem fefnc ^rogreffion, »orin biefelbc ©ijferenj ^crrfc^t, 
Hlbetcn, fo tt?urbe man nur im 2tagemeincm bie einjetnen 
fhrobucte aiiS btn fucceffit)en' SSl&eilen beö einen gactor* in bie 
M anbcm berechnen, unb jie bloß IE){rttereinanber Itetten^ 
»eöigpcnö eine fernere 3ufammeniie]f)unö berfclbcn auf feine 
formette SSorf^^rift jurudffu^en^ fonbern ba« 3Cneinanberrei^en 
tob Örbnen ber einjelnen ^artiat))robucte ber Snbioibiialüat 
bei Dorlic^enben %(dtö uberlafTen mäfTen. 



JßittM ÄaJJitcL 

©i»iflttt ittfammensefe^tet J^ortnen* 



2Cuf tUn bie 2Crt, »ic wir in ben t)or][)erge]^enben ©efra^^ 
ümgcn für bie 2Rurti}>ricationen t)on jwe? gormen, bie nac^ 
|>otenjen einer beliebigen ^!^au})tgr6pe ßleid^mdpig fortfd^reiten, 
«Uflemeine StcQAn gefunben l&aben, welche e§ mh^li^ ma(^m, 
iebe« einjelne ©Heb be^ ^^robuctd, bem aHgemeinen ®efege 
feiner SStlbung Qtma^, ju beßimmen, mu^ fid) au^ bep ber 
S)f9tfu)n einer iol6)m gorm burc^ eine anbre, für iebed @(ieb 
M . baburc^ entfiel^enben £luptienten unb übrig bdibenben 
SefieS, eine allgemeine Siegel ber 6ntn)ictlmig ftnben laffen. 

^er eS liegt in ber fRatnx ber @ac^e, baf ber ®ang ber 
ttttterfu4)ung l^ier anber« auefaßen wirb, aß bort ©ie 9Rut 
Üj^lication ijl eine urfprunglic^e 5ufammenfefeenbe Söpetation, 
üe JDiioifton f;ingegcn wirb al§ baö Umgef e^rte t>en i^r, mithin 
fi^n al§ abgeleitet QtX>aä)U 

Hki gemeine 2)iwfion§t)erfa^ren nimmt of)m SBeitereS fflr 
jAen %aU, wo 2)it)ibenb unb 3)it)ifor ©runbformen ftnb, bf^ 
Sttglic^fert an, auc^ ben Quotienten in dl^nlic^er ©ejlalt ju 
er^ltem Unter biefer JBorau6fe^ung mu^ ii)m ber befannte 

6 
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®aft: baS l>6d()jlc ober nlebri^fic ®Hcb dtte«.q)robuct8 croid&ll 
au6 bcn t6(i()jlen ober nicbrfgjien ©liebem feiner gactoren, 
gel)5ri9 angewanbt, bicnen, alle einjelnen a;iE)eile be^ Öuoi 
ttentcn nad^ ber Örbnung ju fiinben* fSSian bitjibire, nad^bem ' 
bet)be auf Qki(i)z SBcifc gcorbnet finb, baS erfte ©lieb bei 
2>it)ifcenb butcb bal erjle be6 S)it)iforS, unb man wirb baä 
erfte ©lieb beS Quotienten erhalten» 9Ran bered^ne ba6 ?)ro* 
buct aus i^m in ben ganjen 2)it)ifor unb jiel)e e§ t)om SMois 
benb ab ; aBbann ^at man ein ©tödf beS 2)Wbenb l^erauS^ 
geboben; unb für jicb ber 2)it?if[on unterworfen , folglid^ einen 
2t;eil beS £luotienten gefunbcn* S)er fibrig bleibenbc Siejl 
mn^ a\x6) nocb bioibirt werben; man loerfabre mit ibm/ wie 
mit bem anfdnglid^en ©ioibcnb^ unb man wirb einen neuen 
Si^eil beS iCluoticntert erbalten. 2(uf biefelbe S35eife fortfcbrci^ 
tenb, tefommt man allmaltg blc fuccefjiocn ©lieber bc^ Siuos 
tienten, unb fmbet ii)n \)oE(idnbig, wenn anberS ber 2)it)ibenb 
xomtliä) ba6 ^robuct jwever naä) 3)otenjen ber ^auptgrofe 
■ georbneter formen gewefcn ij!. ^m gegentbeiligcn gafle fd^lleft 
\iä} bie Speration nic^t; e§ bleibt immer ein Sieji iWiM, unb 
geigt cUn baiuxä) bie Unmoglid^feit/ Un iChrotienten in ber 
\)erlangten'gorm barjujlellem 

Snbeffen fallt bie Un\?ollfommen^eit biefeä SSerfa^rcnä in 
bie 2Cugen unb erregt ba§ 83eburfniß genauerer Unterfud^ung. 
I. Recurrirenöe ffintroirflung De» (liuotienten. Saß ber 
fiuotient jwetjer md) ^otenjen ber nemlid)en ^au^tgroße 
auf gleid^e ?)GBeife fortfc^reitenben Sortnen, eme britte, eben fo, 
, wie fie, gcbilbct fc^n werbe , barf man gewiß nid}t allgemein 
annebtnen, benn cS fann nur in fettnen gdllen jiatt finben. 
gapt man hingegen bie grage fo: ob eS nic^t eine, biS ju 
einem beliebigen Stange auf^eigenbe/gorm geben fonne, bereu 
|>robuct mit bem 2)ioifor, in allen ©liebern, bom 5(nfang§- 
gliebe an, bis ju bem jeneS beliebig ju wdbtenben l;6berett 
SiangeS binauf, üoßig tbentifdj) mit bem ©ioibenb werben 
mußte, fo fte^t i^rerSBeantwortung feine ©c^wierigfeit entgegen. 



-r 35 ~ 

'Wim m^e tinbcjlimmt eine folc?)e gotm ali fc^on ge»: 
ftmkenon, wobep alfo ffii ble ßoeffijfentcn i^rer einjclnen 
SBeber unU^immU Skäfm gebraucht werben mfijfen, berechne 
% ?)robuct mit bem Sioffor, unb fefee eS innerf)alb ber ®ren# 
Jen jenes gewährten SiangeS ibcntifd^ mit bem 2)it>ibenb* 
eine fofi^e Sbentitdt jweper gormen forbert gdnjridE^e Ueberein^ 
Pimmung aller gleicb ^of)^n ©lieber, alfo namentlicb ber ßoef^ 
jijbhten, bie in btefen auf bcpben Seiten üorl;anben ftnb. 5Wan 
»to folci&er ©lei^ungen fo tjiele bcfommcn, al§ bie gorm, welche 
man f&r ben iüuottenten angenommen i)atU, ©lieber enthalt, 
boJI^eift fo t)iele, aK man in i^r ßoefpitenten vorläufig fingitt 
Jolie* Sielet man alfo biefe Soeffiäienten alS unbefanntc 
®r8ßen an, fo \)at man eben fo m'ele ©feicij^ungen, jebe t?om 
ofen ®rabe, als unbefannte ©rogen t)orbanben finbf eS ijl 
fblgüc^'bje SKSglicbf eit gegeben, jebe biefe unbefannten ®r6^e^ 
^ ttnb ebne 3wet)beutigfeit ju bejiimmen* ©ep allgemein 
Me^nbeutung für S^itnbenb^ £)it?ifor unb j&uotient: 

o"l 2 -^ ^=A+Ax^+Ax\..+Ax^. 

6tt(bt mm baS ^robuct auS Quotient unb £)it)ffot, fo 1(1 

O o 

b« ÄnfangSglieb 'beffelben befanntlicb Aaj allgemein bal 

n o n— 1 1 >K n— h h l n~J.t o n 

«t. ®ßeb (Aa4- Aa*» •^+A .a..* +Aa-}-Aa)xn* 
2lentiftiitt man baS 2(nfangSglieb beS £)it)ibenb mit bem 

o 
000 ^ b 

Me|c8 f)robuct6, fo erbalt man Aanbj mitbin A'rr— ; iben^ 

a 

Ifl^ man bte bepberfeitigen nun ©lieber, fo lommt: 

' n ' n o n-^1 1 »^h h 1 n— 1 o n 

, bn Aa-|- A a ♦ .v + A.a**. -j-Aa + Aa, 
Awgormel, iii mlä)tx man für n aHmdlig aße ganje 3ablen, 
m i an^ebenb, ju fefeen berecbtigt ijl. 

6ie btent allgemein, «m jeben ' folgenben GoefPjienten 
fb ben gefachten Quotienten ju finben, öorauSgefeßt, baf 

6 2 
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f&mmtlidE^e t)ct^crge^entt • ali fc^on 6ePannt angenommen 
loetben bürfen, fcbalb man fte ald ®kiö}tmi Utxa6)M, fat 
toüd)^x ber ^6c|)fie gerud^te 6oef ijient atö unbefannte @r^pe 
angcfcl^n »irb^ «nb biefem gemäß txaniponixt: 

M ^ n—i i n-2 2 n~h h i n— l o n 

T)> »»Aa — A.a**, — A.a.«» — Aa — Aa » 

^« 5 — ^ nA 

a. 

, 2)iefc Siegel; t)erm6ge beren iid^ auS ben frul&crn ßocffb 
jientcn bc6 iCluotientcn bie' fucceffiio fotgcnben abreiten, iji fe^i 
cinfad^, unb fann fogleic^ folgenbermapen auSgefproc^en »et^ 
ben. ^an fefee bie fc^on gefunbenen ßoefffjieilten beS jCIuoj 
tienten, aucl) ben bc8 2Cnfang§gliebeö mitgenommen, in um- 
gefeierter naturlid^er iDrbnung, gebe il^nen bie beä S>iüifor§, 
mit umgefe^rten Seiten, in naturttc^^er Orbnung aß 
gactoren bep, fuge baju nod^ ben SoeffijientenauS ber gorm 
beS 2)iüibenb, ber eben fo f)o6) ijl aö berjenige be§ £luotiem 
Un ben man fud[)t, bioibirc biefe ©umme burd^ ben Zm 
fang^coefftiienten be$ 2)it)ifor§, unb abbire alle biefe ^xos 
bucte, fo erl^dtt man ben gefuc^ten nadj^jl^o^ren ßoeffijienten. 
SBitt man bie fucceffit?en ©lieber beS Quotienten nac^ ber 
Steige er]|)älten/ fo ijl eä nic^t mogti* eine furjete »nb bequem 
were Siegel ber Siec^nung, ali biefe, ju geben j jte ijl eineS 
einfa(j()en gjJec^niömuS fd^ig. 

S)er IBerlauf biefer Unterfud[)ung ijl befonberS barum fe^r 
merfwurbig, weil jie un§ ba§ erjie SSepfpicf eineö SSerfal^renS 
barbietet, ju welkem ft^ bie ÄnalpfiS allenthalben gen Steigt 
ftel)t, wo il^r Operationen oorgefci()rieben werben, welche baS 
Umgefet^e t)on anbem birecten unb urfprungticl()en ftnb. @le 
mu^ aWbann jebeömal, fo wie l[)ier, baä ©efud^tc alS fc^on 
gefunben annel}men, eö in birecte Sie^nungen berfleclE)ten, unb 
rudfwdrtS, burd^ ©lei^fefeung be§ barauS ßntjlanbenen mit 
befannten gormen, ©leidbungen gewinnen, au6 benen. ba§ 
2tngenommene beftimmt werben fann» 2ClSbann aber entjlebn 
iebeSmal d^nlidl^e S3e5iel(;ungen, wie fte ftc^ borl()m ergaben» 
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wmj fc^n fott; werten rtfcfit urfprfingli* tinb inbcpcnbtnt 
«tS fernen ber gegebenen formen auögcbrfirft erfd^cinen ; man 
ttto nur ©Uidfym^m, in benen fie mit fid^ unb bcn gegebe^^ 
«en ®r6f en t>ermifc|)t wrfommen; erl^atten, unb in biefen ein 
5»itter ftnben, bur^ ^wlfe fm^mt linter biefen 6ocffi5ienten, 
«Umdng folgenbe ^h^m ^u itu^mn. Mt Ste(i)t nennt man 
Mefeö SSetfa^ten irecurcitcnöe »cftlmmuwg* W\t werben 
dne fold^e bep ben na^folgcnbetf Unterfuc^ungen in mmUid) 
mannid^faltigen ®e|latten wieberpnben *). 

n. t^nöepen^^nte Zeiiimmnns i^es (DinotUntztt. %bci bfe 
>«? ber ©ibifton beabftc^tigte Untcrfcid[)Ung ifl burcH) biefe§ 
mutrirenbc SSerfa|)ren f eine^wegeö beenbigt ; ben gorberungen 
betSl^eorie ijl nic^t el&er ©enuge gefeijlet,, afö biö wir für 
jÄe6 einjelnc ©Heb be$ Äuotienten in beutlid^en SSegviffen 
«ijugeben bermogen, öu^ xoa^ ffir ©Hcbem be6 2)ibibenb 
wib J)iDifoV$; unb auf welche Art oiiö.iljneri e§ ftc^ jufam- 
wenfe^e^ S)er inbe})enbcnte 3fu5brucf ffir jebe§ ©lieb eine^ 
#K^ten 5RcfuRat§ ijl. immer ber \}h^^c gwerf ber 7in<il^[i^, 



^ ?)et 0err6.r)nli4e attaWc^e Sprac^gcbmt* nennt Im Sirrgenicinen 

ünt liti\)t vtcütvitmt>, nenn mad) mm beflimmten ®efe^ ieber 

i^lgMt i^m ^oeffiatcnteit dtt« vor^Jjge^enben kved^net werben 

: ftttttt* Qt fcfccint bal»e9 ituv ben fe^r fpecieHen JäH ter !2)i»iiiett 

. m Qlugen gei^^bt 3u .(aben, tnbem ,er iiukbingt annimmt, ta^ 

''btefe^ ®efe5 ieSe^mal baranf juvücf^ommen müife, b4 nnt'genjiiTen, 

' hr brbnung Ünb <^tife na* imaMnberlf<^ befttmmten S^ctoren; 

beren (Reifte bie Tlccurftonsfcalc genannt ju werben jjffegt, bie 

. rnftergeftenb^en ßocffiatenten in «mgefeßrter Drbnitng multiplicirt 

.»erben, bamtt t>k ©umme btefer ^robncte ben nat^fol^jenben gebe, 

ii 1(1 offenbar iinfdn'cfl!*, bfe öleifte feEbfl: rectirrirenb' jn nennen; 

»eil ittfallfg t6re ^oeffiiienten burd) ölecurfion beftimmt werben; 

bie 3bee ber [Äecurfion^fcafe paßt nur auf einen fubiüibucüen gatt 

ber migUcfeett 93eitefti!n$ \)on eoeffisienten, bie berfctben Oleifte ange^ 

4&ren; wir n^oQen ttnd alfo biefer tterminoiogie im Solgenben 

ttttJÄlteÄ. ' ' ' 
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fep rt a\x^ , iaf j!e fid) bep fcci ©erei^nwng. aßet ©Bebet 
mit großem SJort()eiI bcwiefencr 9lecur(ionen unter i^nen bebiene. 

©ic je^t nocH) jw [6fenb€ TCufgabe tDurbe fo im Allgemeinen 
gefaßt werben f 6nnen. SRan f)at gegebene ®r&ßen ober ®cj 
mente* 68 ijl üon anbern bie Stebe, »elc^? fuccejfwe SSer^ 
binbungen au^ i^nen in fic^^ fcbKeßcm ^an fennt biefe am 
bcrn felbji noci(^ nic^t; aber man ^at eine allgemeine Siegel, 
4)erin6ge beren bie 2trt; wie jebe Robert »on tbnen burc^) 
bepimmte SSerbinbung ber gegebenen Elemente mit bcn \>oti 
l^erge^enbcn nfebrigeren an^ biefen gebilbet »erbten fann , ^eu 
gejeicbnet i% fBlan fud)t barau§ eine inbepenbente Sbee ibrer 
Sufammenfe^ung oiiS jenen gegebenen Slementen. 25ie JBe^ 
antwortung einer folcbcn grage fann oft.fogleicb aufcombinaj 
torifcbem SBege gelingen. Scbe combinatorifcbe ©^)eration 
forbert gewiffe SufammenjicHungen au^ gegebenen eiementen. 
.©ie fann auf inbe})cttbentem SBege üolljogen »erben; fie fann 
aber aucb recurrirenb; fo baf man au§ . niebrigeren ober fru^ 
beren JBerbinbungen, (Elemente anfftgenb pber tjertaufcbenb, 
au boberen fortfcbreitet , ju ©tanbe fommen. ©obalb e6 [i^ 
alfo be9 ber recurrirenben JBilbung , gewlffer ®r6ßen hmä) 
^injuffigen gegebener ©Icmente finbet, baf man babep genau 
hacb berfelben Srbnung unb Siegel t>erfdbrt, wie bep ber 85it 
bung gewiffer b&b«rer combinatorifcbcr gormen 5 Snbegriffe 
ani anbern niebrtgem, fo i)at man entbeift wa8 man fucbte. 
Sene ®r6ßen finb aBbann felbjl; in 3(bfid[)t auf ibre Sntjle^ 
bung aus ben gegebenen Elementen; nicbtS anberö aK eb^n 
^olcbe combinatorifcbe Sormen^Subegriffe; auS biefen ©lemem 
ten gebilbet 

2)ie 2Cnwenbung bicfer allgemeinen formalen JRegel macbl 
e'S inbeffen im üorliegenben gatl notbig; Don einer t^erein^ 
facbenbcn SBorauSfefeung auöjugebn* ^eingenommen baf bie Xn^ 

fangaglieber b, a, unb alfo aucb A, n 1 fepn foHen^ at|| 

1 a . n j 

fofgenbe im JDimbenb aber, b, b . ♦. b, fd^nmtlid^ n o^ wii 
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oKge alTgerndne Wege! Ux tccurrirenben SBcjü mmunfl : 

» 1 n—x 2 aHl h u-h n-1 l n 

A=(-a).A +(-a)A...;+(-a)A.* +(-a)A + (-a) 
J)ü^ Silben t)on SSariationSformen ju bcjtimmten ©ummcH; 
»enn man in größter Jtßgemein^cit; o^ne auf Untevfcfcicb in 
Vb^t auf ßlaffen ju fe^n, oHc bicjcnigen verlangt, welche 
ter nemlic^en ©umme angeboren ^ Idpt jldS^ (@.270 naii^ , 
dner ^oc^ji cinfadf^en recurrirenben Siegel tjolljiel^en. SBcnn 
man aßc SSariationSformen ju ben fucceffiüen niebrigern 
Summen f4)on li)at, unb; au§ if^nen^ alle, bie ber nadt)jif)o^eren 
Summe angeboren, ableiten wiß, fo fefet man jcbem Snbegriff, 
btr einer gewiffen ©umme angel()6rt, baö ßlement bei;, welc^^ä 
feine ©untmc ju ber neuen geforberlen erganjt, unb fugt 
Jttkftt noSS) atten biefen aSerbinbungen baö eiement, aK eine 
U\6n\>ti fjorm, ju, beffen äal&l für ftc^ eben bie Summe 

Mmaä)t Sn Seichen; wenn a, a, a, ♦♦a»^ gegebene ©e^ 
m^tej "V, «-%•/»¥, »V, Inbegriffe aller mJglicf^en 
JBoriationSformen jur ©umme n, u — 1,*,»2/ l^bebeuten 

1 S n^2 n-*l ^ 

f^.tji »V = a«-iV+ an-^V..+ a »V+a 'V+a 
l&ffenbar aber jiinunt biefe Siegel ber Siecurfion fo unbebingt' 
«rft ber unter ben ßoeffijlenten unfreS iCluotienten 

n 1 n— 1 2 11^2 h n^h r—l 1 n 

A±— a A -r- a A .. — a A... — aA—a, baß ficfy 
Ut *»e^"u))tung loon fetbjl rechtfertigt: bie ßöeffiälenten beS 
ftöotienten finb nichts dnberS aB SSariationSformen au^ ben 
rtt umgefel^rten 3ei(^en genommenen fucceffitjen ßoeffrjienten 
•rt ■ SDii)ifor8 aB gegebenen Elementen , ju ber ©umme ge^ 
Wrig, welche bie Sa^^l beS icbeSmaligen Soefpäienten felbffc 
auSbrutft. 

i 

©oHett atfo f&r ben i&uotknten , ^ . ^ » i "^ « 

l + ax + ax*.. + ax"*^ 
»el^er eine, tiaö} ^Joten^en ber ndmtidden ^au))tgr6fe, genau 

tole bet JDit)ifor,fortfcll>rettettbe gorm i+Ax+ Ax*.*+ Ax« . 
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fe^n wirb, bte Gocfffjicntcn gefunben »erben, fo ne^nu man 
bie ßoeffijientcn bc8 ©tetforS, in i^m natftrtfdjen Drbnung, 
aber mit umgcFcljrfen Sefd^cn, ali Elemente, unb bffbe 'au8 
i^ncn a?ariatfon§formen ju bepimmten ©ummcn, cf)ne JRucfs 
fic()t auf 6raffeniUnterf4)iebe. Scbcr Snbegriff folc^er gor^ 
men, weichet einer gewiffen ©umme ge^Srt, bie einjelnen 
gormen aB ?)robucte gebaut unb bufc^ Tlbbition ücrbunben, 
gibt einen Soeffijienten für ben jQuoticnfen; bie ©urnmc; für 
n>elcf)e er berechnet war, ffeUt ben ®rab ber J)oten5 t)on ber 
J^auptgrofe üor, »omit er ftc^ alä gactor ücrbinben wirb. 
3n Seidj^en: 

— p-l-j 2— =l + ^Vx'^-»vx^.-*vx»•. 

1 4- ax 4" ax\ • . + «^'^ 

1 t n 
wenn fic^ ba« Seic^n V auf bie Slemente (-a),(-a), (-a)., 

bejie^t. 

ß6 i|l offenbar in biefem 2(uöbrudPe'noci^ eine SCbförjung 
mhgUiä)* 2)ie SSariationSformen werben alle a\x& einer einjis 

gen 9leir;e bon ©fementen, (-a), (-a), (-a) gebllbet Sie fofc 
len, wenn man pe realijirt, aß ^robucte gebadj^t werbem 
ZIU ^robucte , bie ^<!^ bloß burci(> abweic^enbe Örbnung tw 
nemlicj^en Sactoren t)on einanber unterfc^eibcn, gelten gleicf^, 
unb werben nur jufammengeji^lt. ÜRan braucht alfo bloß 
biejenigen SSatiationSformen, weldSie bur^ berf^iebenen Snl^att 
fiö^ ali Derf4)iebene seigen^ ju entwitfcln, unb, jlatt jebc 
t>on i^mn ju pztmutxxm, bep ieber ju bemerfen, wie oft fie 
wieber etfc^einen würbe, wenn man alle moglicf^en 3Cenbe< 
rungen ber golge unter i^ren eiementen eintreten taffen 
wollte. 25a§^eißt ffirjer: man erjeuge au^ ben gegebenen 
eicmentcn , aK unbebingt wieberl^ftar gebadet, aße m6gli£l^ett 
gombinätion^formen, welc|)e, o^ne Slurfftd^t auf klaffen:: {Im 
terfd)ieb, ju ber nemlic^en beftimmten ©umme gel()6ren, unb 
fuge, btefe 3<^rmen 4u6 ben Slementen r^alifirenb^ i;ber il^re 
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(«gne SSerfe^ungSia^t be^; iahmdt ta^ilt man ben (^oe^U 
jksten beö iduotienteti; toelcfier cuier Motens b^ .«^au^^tgrifie, 
Mn'bem ®xap^^ mtd)m iene beßimmte ©umme bejeic^aet, 
jxgel^vt. Sn Beic^en: 

_J j-.=l+D»Cx«+|)»Cx*. 

+ }) «Cx« . .•tpctc? jl<^ baS Seiten C auf bfe abbitit) 

1 « n 

«mgeJe^rten ßocffijienten bc8 ©feiforS -a, -a, •.-a^ fn i^m 
natürlichen £)tbnung bejie^t; unb aUe SombtnattpnSformen^ t)on 
](ber m6gl{^en klaffe, bie Ut iebeftmat loetlangten @umme 
anje^iren, alfo für '^C alle \>on ber ctften ®ajfe bi§ jur rten 
<fnf<^lfeßllc^,awS i^nen, a» unbeblngt wfeberl^olbarett/ üertangt 

^uf bic fntje^jenbente eriebfgxing biefe^ erjlen galleS laßt 
^ mn atiö) bie bei {»e^ten, allgemeineren; jurutffü^ren. 
Senn, »ofem 

■/ ^ ;;:-^=l+Ax+Ax*+..Axn.. 

1-fax -f- ax* • . + ax» . ♦ 
mt, fo Yüirb 

b-f bx'+bx»+^JxP.._ o 1 « ^ P ^ 

l4-ax' + ax*..+»x».. 

(-—r—l = ^ -(b+bWbx».-+bxP) 

Vl+A:^+ax».-f-ax«..>' 

(1+ Ax^ + Ax* +. • Ax^..) 

& i% alfO/ um ben £luotienten ber gegentoartigen S^ttoifton 
jtt d^Iten; nur nod^ bie 9)!ulti))lication be§ im erjlen %aUt 
gtfunbenen £luotienten mit ber Sotm be§ Sit)ibenb ju looK' 
)k^. /Die baraud ^ert)orge]^enbe gorm n>irb naä) bemfetben 
•if^e, wie ber äOit)ibenb, in 2Cbftdj)t auf hie fn i^ren einjet 
im ©liebem' ent^Itenen |>oten}en ber ^oüptgch^e, gebilbet 
f(9n« Sl^te ^oefftiienten erzeugen ^^ naö) bet befannten Sieget, 
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mlä)^ ffir f)totucte t)on jwe^ gleW^mdfilg fortfc^mtcnbcn 
Sormctt ihi SBor^etge^enben cntwicfett jtnb» Dem gcmdf 
iDirb fogleidl^ ba& 9iefuna^ bec Unte]:fu(]i^img auf fotgenbe Tili 
auSgcfyroc^en w^etben f6nnen» 

eine Sorm ton bcr mmüä}cn SBifbung wie ©iüibcnb unb 
2)it?ifor; fein JtnfangSglieb ijl bem beS- 25iüibenb ibentifc^, 

o 

rz b; um 8« irgepb einem fojgenben ©liebe, tpobe^ 341 be§ 
©liebes unb ®rab ber barin t)on bt« ^öuj)t9r6f e t)orfoinmenbeti 
S)otenj, immer jufammcnfatten n)erben, ben ßoeffijienren jtt 
erhalten, bilbe man alle Sombinationöformen an^ ben fotgcnben 
Goefjtäienten ber 2)it?iford, na^bem man i\)xt 3eid()en um^e^ 
fefert f)atf unb fte fo ^ß fl^gebene urtbebingt »ieber^oibarc 
eiemente, in i^rer natürlichen Örbnung/ betrachtet, ju.ben 
fucceffi\?^n ©ummen, bie bis ^ut 3al&l beS geforberten ©lie* 
teS, biefe mit eingefcf^laffen, m6glid& ftnb, uijb multiplkire 
iebe mit if)rer ?)ermutation5}a]()l. ^an fe|e allen ben ßomfci- 
nattonSformen, biel }u ber mmliö^tn @umme gel^oren, bea 
Gocffiijienten bc8 2)teibenbS als gactot bep, beffen Sal&I mit 
berjenigen biefer ©umme, bi? äal&l beS »erlangten ©liebeS 
lf)ert)i>rbrin9tj jüle|t xioü) ben Gocffüjienten beS ®it)i]^, beffeji 
Sa^l fc^on für fidj) ebenfot)iel Utta^t, einjeln, unb tjcreinige 
alle biefe ^robucte ju bemfelbcn ^Iggrig^at/ 3n Seiten: baS 
rte @lieb beS )?orl^in atiQ^Unttt^n idupticnten iß 

X» (^) »Cb +1) »-iCb + p r-^b , . + p^Cb-\^p •CbVl-b) 
mm pc^ boS' Seichen C auf bie abbitio umgefel&rten eocffi^ 

1 2 S 

gienten beS £)iioiforS, -a,-a,-a*. als unbebingt »ieberl^olbar« 
Elemente bejiel^t* 2)aS bereits in ber gel^re üon ber 2RuKi^ 
))lt€ation jlebrauc^te ©ummationS^eidS^en {ann auc^ l^ier jur 2Cb^ 
türpng bienen, unb ))erm6ge feiner ^ie^t [i^ ber ^(üSbrutf beS 
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h h 

rt<n ©liebe« für ben ßuofieriten auf o . ;r2!(* ~ ^C b) xt jufarm 
mttif »obe? frc^licl) fürgall hirr bem in ft<^ bebeutungölefen 
äcic^en ^C ber SBettb 1 beigelegt werben muß. Siefe Siegel 
t)l offenbar bep »urflidS^er SSere^nung nur bann ali brau#ar 
ju empfehlen; wenn ein einjelne« ©lieb izp £luotienten, 
l^erauSgeriffen auS ber Steibc ber übrigen, berechnet werben 
foIL ©obalb ^«ngegen bit fucceffiüen ^lieber be« Quotienten, 
»oin Anfang an, bi§ ju einer beliebigen SBeite geforbcrt werbcrt 
foßten, erfcbeint ba§ recurrirenbe S3erfa]()iren afö cfyxc S^ergleuj^ 
bequemer unb t)orjfignclS)en 

ni. »eflimmung öea JJe(!a bey öer JDbifion. ®efet 

man bie 2)it?ifton bis ju einem bem JRange nad^ bejümmten 

©liebe' be« £iuotienten fort, fo wirb in ber JRegct jeberjeit 

babcp ein Step 'fibrig bleiben, weldj^er ftd() birect bejümmen 

fäpt, fobalb ber Quotient berechnet 1% ©aS ^robuct*>auS 

%m Quotienten in ben Siüifor, obg^jogcn oom SJitjibenb 

fibt i^n unfe^ar, wobe^ \i^ t?on felbp »erjie^t; bag er mit 

'«ittem ©liebe anhebt, beffen Siang um eines ^6^er ift atS bic 

."j|?n entwicfelt^ Sorm beS Quotienten, ba eS be^ ber SSe^ 

te^nung beS Quotienten ©runba'nna()me gewefcn ifl, bafi 

teiefi Drobuct bis ju bem ©rabe, ju mt6)tm ber Quotient 

feib^ äuflleigt, mit bem 2)it)ibenb xUnti\d), folglich foweit 

Jfer Ünterfc^ieb jwif^en be^ben zz o fepn mup. SBir befommen 

'^0 ^ier, wenn wir bie eoefftjieuten bcS Quotienten 4lS 

4^annte' ®r60en anrnf^mtn wollen, .eine Siegel für bie IBes 

'fttffnung beS StcjleS. es fep in 3eid[?en 

. fcer £mo«ent B + Bx'+Bx**.Bx».. 

' ber 2)it)ifor i + ax^-{. a x» . • + ax« ♦ ♦ 

fb Ift baS .9)robuct biefer bepben gormen, üom ©rabe x»+» an, 

:lmd&net, unb »om 2)it)ibenb, b + bx^ +bx»,. 4-bkp .• 

/.Ägejogen, ber gefuc^te 3k% SBSitt man alfo für i^gmb ein 

;9Heb beS.SJffteS ben Soeffiäient^n ^r&aften, fo fffee man bfe' 
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fttC€effIt)ett 6oeffIiten(en be^ Quotienten; mu(ti)>Iidre UUn 
mit icm ßoefpjicntcn M iDipifort, bcffcn Sa^l mit Ux 
feinigen itn ®xai bertenigen $otenj ber S^anptixb$t an^mad^t, 
tpeldt^e in bem t)ei:(angten @Ite^e loorfommen foU; Jubtra|)tr« 
enbltcf) bte @umme btefer ^robucte Don bem eben fo boi^^n 
6oefftiienten be» 2)mtbenb. Sn deichen : be& Steffel; n)elc^en 
bte t)orl()in angebeutete S)mifton (äffen n^irb, t?orau§gefe^t, baf 
ber i£Utottent biS. gum rten ®l{cbc tnttoiiüt fep^ kte^ n)urf- 

H4)e8®«cb tp X»-*-!«. [b — (B . a + B . a B . a) ober 

»+k b Kr+k-h 

in fdE^irferer SSejeldfinung : [ b -r o . . k2(ü . a ♦ •) ] ^*'** * • • 
68 ^dngt offcnbanoon ber 3al()I t>Dn ©Hebern ah, bte berS5i\>ifor 
entl^dlt, ob bie SRenge ber ^robucte, xod^t fic^ ju einem ßoeffu 
jienten beS ffieP* üerefnfgen, me^r ober mmber betracbtlid^ fepn 
fott, fö wie; wenn ber SJioifor iinb 25it)ibenb feine in8 Unenbs 
lidSie fortfd^reitenbegormenfinb/ibreJCnial^lfuriebeö l^obere ©lieb 

m 

be8 8lc|leS geringer roerben muß. Sft ba8 ®Ucb ax« ba8 
^Jd^fte im 25it)ifor, fo wirb, fobatb k großer afö in genom^ 
men wirb, ber 2Cu8brudt für ba« ku ©Heb be8 Slejteö blofi 

b»x^4* fe^n, welches nur bann ni^t o bebeutet, xomn ber 
Si^ibcnb ftibfi no4> ein ©lieb, ba8 ju bem SRange r + l 
(jiii aufsott enthalt* 

dJlan bflrf atfo fagen: Sft ber £iuotient bi8 iixm tun 
folgenben ©liebe cntwitfelt, ber 2)ioifor an^ m ©liebern nad) 
bem aiifanaticl?cu bejlelf^enb, fo wirb, faHö ber 25i\>ibenb nicbt 
mi^ir aB r+m ©lieber enH)alt, ber Steft eine gorm fcpn, 
ßj^^e r-J-iii Giüeber- bot, anl(jebenb mit x'^+i, fc^Iießenb 
mit xiii-i^'. 3fl fl&er bie3al)l ber ©Heber im 25iüibenb großer 
cl§ jii+r, fo I;at berJRejl beren ebenfoDiele aKim ®i\)ibenb 
nö0 bem tun t^orfommen» 



68 Fintitc fc^cinen, al8 wäre bie Sorm, werd()e bep ber 
felitft äöetrad^tung bem £)ivifor gegeben ifi, nur j>arttculdr 
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»dl vrii in fetafm JCnfhngJgHefce ih ©n^eff gefegt ^obnt* 
Snbcffcn jeigt fic^ fji>glcld(> fraö ©cgentl[)c{l inxö) tie ©emerfung; 
^f ft(^ bicfe %otm mä) ai&iam, noenn ber S^it^ifor im ^Cn^ 
fangSfllicbc einen beliebigen ßoefpjienten ^dttC; febr balb b^ 
voübringen lie^ 9Ran bta\xd)t nur oorläuftg alle ©lieber 
im 2)iüit)enb unb ^SJiüiför mit thcn biefem ßoefftjienten ju 
biDtbiren; bte neuen formen k)on be^ben n^erben atöbann 
Jinfeblbar unter baS angenommene ©cbema [aßen* 6ben 
barum wirb man ieberjeit berecbtigt fepn, wo e§ im erfien 
Änfafee beS Öuotienten nStbig fet)n foüte, »orbereitenb; eine 
folcbe lelcbte Umgefteltung ju ^xtan^m, ebe jur Jfuöfäbrnng 
ber 3>i»ifion gefcbritten wirb. 

IV, tn&2ltc^(le <Eletieraiiftruti0 Det JDipiflotiöcegeK 
Sie oßgemeinftc ©epalt, welche fid^ für 2)it)ibenb unb SA^ 
t^ifbr annebmen liefe, n>are bie, baf bie ©jrponenten ber ^os 
tenjen in be^ben vä>tx1)üupt nur burd^ gleicbe Unterfc^iebe 
fiortfitbntten (eine oritbmetifcbe ^rogreffton t)on bem nemlicben 
ftl^onenten bilbeten)* 2(ber eS^ ijl Uiä)t bicfe JCufgabe auf 
bk t^orige iurmf^ufribten/ @d fep, in 2cid)m, aui 

^ — j ^—5 ber barin geforbertefi-uotient 

ju ftttb^n. ^an bbibtre erfl ©ioibenb unb Siüifor mit ber 
fotenj ber ^ou^jtgrSfe, wctd^e im 3Cnfang8gliebe be« ^ioi^ 
fort jlebt, unb fonbre jugteicb im 2)it)ibenb; an^ allen ®lie» 
bem, alSgact'or; bie ?)otenj ber nemli<bcn ab, weld^e alS^ 
battn in beffen 3Cnfang$gliebe t)or!ommt 



b4-bx>+bx2^. A 

^—^ i ) 

a-|-ax^-|- ax2*»..y/ 



©er obgefonberte gactor f)at weiter feinen Sinfluf auf bie 
Cntwirfelung j nur ia^ er am Gnbe bin jugcfügt werbe. 2)er 
^ebeutete £luotient bingegen l^at bie ©eflalt, weltbe in ber 
lerigeH einfad[>en äSetrad^tung andzni>mmm tft, fobatb man. 
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für iftt ^ugcnblicf/ x« rzn fc^en tolü, wobüw^ er f^ in 

O t 2 

^ ^ " ^ " ■ ^ t^erwanbelt 3tu8 ü)m mt^^^t, mt, im 

a + au -|" ö u* •• 

©efe^ i^rer fiSilbung na6), inxä) baS üor^crse^enbe i^inlonglic^ 

o 18 t 

bcfanntc gorm = B + Bu + Bu^ . . rf Bu', tinb ein Stcft 
fobalb man biefc ahhxi6)t, üon glefd^fallö befannter %oxm 

12 

unb SSilbüng Rut-^^ + Ru» +« +. ©cfet man für u feinen 
gSertl^ x} jurucf; unb rtiulti})ncirt mön mit bem öbgefonberten 
gactor X«— ^ ba§ Siefuftat ber anberroeittgen ©bifton*, fo 
crl)5U man jQuotidnt unb Steft looUjidnbig, beren Qan}jliä)t 
inbci>enbente ©ilbung alfo fofgenbermaf en geregelt werben 

Unn. as«..u8t,„g„«.;''- + |^"+' + ^-^"-- 

ax^ -{- ax^+^4'^^^+^'** 
ber fiuotient geforbert »erben fottte, fo (jl berfelbc eine %oxm, 
in xoilö^cx bie 6r)>onenten xiad) ber nem(id()en ^rogreffion 
fortgel^n, fo baf ber beä 2(nfang§gHebeS bie 2)ifferenj ber 
gleichnamigen im 2)it)ibenb unb 25it)ifor ijl. Sn Seid^en: 
fcaS Änfangöglieb enthalt x«—^ baä ru nad^ i^m x^-^ß+^K 

9Ba§ bie ßoeffijienten beS £luotienten betriff, fo »urbe 
bie tnbe))enbente S3e{timmung berfelben na^ folgenber aUgemei^ 
nen Siegel gef4)e|)n. 

fSkart bit)ib{re jut)6rbcrfl alle in ben bepben gegebenen 
gormen enthaltene iuxd) ben anfdnglicl^en be6 25it)ifor§» Sie 
iaiuxä) erhaltenen folgenben Soeffijienten be8 2)it)iforS fefee 
man mit umgefel()rten S^\ä)txt, al8 unbebingt wieberl^olbare 

12 3 

^"^ a ^ a '^ a 

©emenfe, -r/ t, t/** unb bilbe mi i^nen- Snbegriffe 
a a Ä 

9on (SombinationSformen , iebe. einjelne mit i^rer ^ermuto^ 
tion^ia^I aiä gactor t)erfel[)n/ fo xok auö) bie Elemente ber 
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cmjrfnen gormcn aK Jfodoien auf' einatmet bcjogen, bi« 

f)n)buctc.abcr aß SEf)eite i>crbunben werben mfiffen. ^an 

feje jeben Snbeflriff allet 6ombfnation6fonnen, bie bcr nem^ 

tid}tn Summe anQe\)hxm, aB.elne gefc^loffene ©r6pe «n, 

tmb entwicfele beten mit p^C, onfangenb, unb ju fucceffiö 

.^oberen Summen in naturtic^er Örbnung fortfc^teitenb, \omU, 

oß man ©lieber für ben i&uotientcn nacb bem anfdnglidf^en 

Wlangt. SWan fuge jebem foldj^en Snbegriff atö gactor ben 

^oeffijjenten be§ t?erdnberten ©iöibenbö bcp, beffen 3abl mit 

ber bc§ Snbegrip (ober/ waS einerlei i|i, ber ©umme woju 

er ge^Mt) f(n>iel aiximaö^t otö bie ßc.f)l beS (Bliebet im £Utos 

tienten, n?oju ber Soeffijient üertangt .würbe, unb fefee alä 

befonbem^a;^eit/ ben ßoeffijienten beö £)it)ibenb§ mit in bie 

6umme, beffen Baf)l fc^on für ftc^ eben bie ^obe bat*- S» 

Scid^en: baö rte ©Heb beS oben geforberten £luotienten ift 

* h T-h 

I ' ^^, in lurjerer IBeiei^nung/ o • . r. 

i 



b 



T-J f 2 2 i 



a 



a 



i^V 






»0bev C p^ auf bie (SIemente — 1 _ « _ * 

a a 



a 



• / 



W^% €» Derßel^t jt^ t>on felbfl, baf.boS ^KnfangSglieb be» 

o 

tluotientcn mit bem beä ©iüibenbä -r "ibentifd^ ift, 

a 

aBa8 ben Slejl einer folcben ©ioijion betrifft, fo fefet er 

*!» Quotienten aß entwicfelt t)oraud, unb ijl, falia berfelbe 

mi jum tttn ©liebe berechnet, angenommen wirb^ eine %oxm, 

ile mit X«— ^-*'(»-J' *)^ anbebt unb burcb biefefbe 5)rogreffion 

te erpmntm aß 25it>ibenb unb 2)it>ifor fortlauft* gur irgenb 

/to ®ßrt to /^w^ fi'nbet fidSi.ber Goeffijient; wenn man jeben 

^ £iuotimten mit bem bc§ 2)imforS, beffen 3nbey mit bem 

^i5*W^ J/t^<?^i^ *^^^ geforberten ©üebej "ausmacht , multipli^ 

^/'*ie Qnfftnte l^iefer ^robucte bered^net, unb oon bem 



L^ 
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thm fo f)0^ett Soeffljfetiten ke« ©Wbcnb abjlefft 3n Sefc^en, 
Hi ktc ®licb be6 Stepeö, faß« bcr f4)on gefunbcne fluptieirt 

^ v^b— [Ba + Ba*. .^-B a]y 

«DIU tcr 3(nja]()t aKer ©Heber be« SRejleS bleibt a, wie bep 
ber früheren einfacheren JBorauSfefeung. 

SBü§ enblic^ be^ biefer öffgemeinen %exm für bie Änfgabe. 
ber 2)it)ifion baS recurrirenbe SSerfabren betrifft, t>erm6ge 
beffen man jeben folgenben ßoeffijienten be« j&uotienten auS 
ben »orbergebenben beregnen fann, fo erfcbeint e« eben fo 
cinfacb/ n^ie in ben t>orbersebenben %ilUtu SBenn man ben 
£luotient^n ali f^on gefunben annimt, 

bx« +bx«+^ + bx« + 2' o 1 

5 1 1 zr B X— ^ + B X— ^+^» 

axfi + ax^+^ + ax<'+2> 

Bx«— ^fr>.,. 

öKbann baS 9)robuct au8 bem Siüifor unb ßuotienten; bif 
jtt bem SJange beS b^P^n ©HebeS in bem lefeteren hm^it, 
unb.t>om 2>it)ibenb abgejogen, =. o fefet, fo ifl baS attge^ 
meine Qi^ma ber boranS bworgebenben ©leicbungen : 

b_(Ba ^- Bä + ♦ • Ba + Ba)r: o/worauS, mit einet 
leidsten SSerwanbfung, folgt: 

V r T*ll T-22 IM O T 

Bz: b— [Ba + Ba..Ba + Ba] 

a 
Wlan berecbne alfo, um einen ßoeffijienten t>on beliebiger 

2cii)l fär ben i&uotienten jn erbalten , alle -^robucte au^ ben 

ndcbftoorbergebenben ßoeffijienten eben beffelben, in bie be« 

25ioifor§, beren Snbex mit bem ibrigcn bie Sabl be6 gcfucbten 

€oeffijienten au§madf)fc 2)en Snbegriff biefer ^robucte jiebe 

. man t)on bem eben fo b^b^n ßoefffjienten beS £)it)ibenb ab, 

tinb bit>ibire ben Slejl bnrci^^ ben Anfangt ^ ©oeffijienten beS - 

2)ibifor8» 2)lefe JRegel gilt «nbebingt, felbp für ben anf4ng-- 
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O 

li6)in Soefftiicnten beS Äuotfenfcn, ffir welchen Br:-^ 

, a 

^attc man , trtc cft bep bcftfmmfen ?5ormen öKcmn! gefc^e^it 

fann, burc^ t>i>rtdufrgc 2){t>lffon ben TCnfönga ? ßocffi'jientcn 

brö ©iioifor§ in bic ein^eit ^efmanbrft, fo winrbe fid? bic gor* 

mcl bcr JRecurfion , burdS? b«^ aSegfaireu bc$ 25ii)jfür§ m i^r, 

mcmfac^cn, linb, wenn man t)orIdufi9 bic 3cid[)en aüa 

folgcnbcn ©lieber im 2)iüifor mibern ö)offte, ganj auf bfe 

t)or^er3cl^enbc jurutffommen, xvdd)^^ bepbcS für jeben bc$ 

iiimmtcn gaU aniuratf)en fepn m6gte, weil fi^ ber 2(uSbrutf 

ber Siegel felbji baburcf) jufammenjiel^t. 

€S tjerbient nod^ befonberö bemcrft ju werben, baß, fobafb 
ber 2>it>ibenb unb Sii)ifor bepbe auS einer bejlimmten 3aI)I 
gegebener ©lieber beflclf)n, ber iCluütient in jwep ganj üerfdj^ies 
benen ©ejiatten bargejiellt werben fann. SRan orbne bepbe 
jleigenb, wo alfo bie 25ifferenj unter ben Gx|)onenten il^rer 
fucceffiüen ©lieber, baS tf ber allgemeinen Sormel, ))ojtrtt) fepn 
wirb, «nb ber £luotient wirb glcid^faUS eine jieigenbe gorm, 
mit berfelben ^rogrcffion ber ßjrponenten, werben. f)rbnet 
OTon I()ingeg6n, wie e§ efcen fo gut gemattet i|l, Siüibenb unt) 
iDitoifor bepbe faHenb, wobep alfo bie SSifferenj i^^t fucceffit)en 
ßq^onenten , fi, eine negative 3al)l wjerben mu^ , fo wirb ber 
Sluotient and) eine fallenbe gorm, df)nlidf)er 2(rt wie fte. 2)ie 
IBered^nung ber ßoefficienten gefc^iel&t in bepben ^aUtn naiS) 
ber nemlidS)en combinatorifd^en Siegel; e6 brandet wo^l Uum 
erinnert- JU werben, baß ^fie baS eine.SBal burd^^auS anbere 
Slefultate geben mup, al§ ba§ anbre SBat, weil ftt^ bie SSe^ 
beutung beö combinatorifc^en Snbej: ganjlic^ verdnbert, je 
nöc^ibem man einen fteigenben, ober einen fallenben £luo^ 
tienten l^aben will. 

©oaten übrigens (^jjrfinge unb Zndm in ben gormen 
beS ©ioibenb unb 2)imfor§ üor^anben fepn, fo würbe- ^kU 
Wd)t eine Tfbfürjung für ben einjelnen Satt , aber f^werüc^ 
eine 'allgemeine Siegel beö SSer^alten« m6glic{i fepn* 

2) 
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SRuIfiplicatlott möölic^jl einfac^ct ?fftctotcn be« 
erftei^ ®rabee fomol^I ibentifd^ev, (fSinpmifi^^t 



J)ic allgcmdnc SE^eoric bcr 3Rutti})rication barf ni^t be^ 
jwcp gactorcn jic^n bleiben, fonbern mup |tc^ ju ber SSor^ 
auöfefeung cr^)cben, baf beren beliebig t>ielc ^t^cbm fepn mö- 
gen, fdmrti^) gefefemd^ig gcbilbet, tinb l^at ju bewürfen, bap 
i^r ^robucf in dbnli(|)er ©eftalt «ufgejiellt werbe. Um mit 
ben einfa^jtenNgdUen, bie e8 ba, wo mel^r alS jwei? gactoren 
jufammentreten, geben fann, anju()eben, mSgen bie gactoren 
<iu§ benen ein ^robuct gebilbet werben foH, nur t)om erjien 
©rabe, mithin jwe9tl()eilig, tinb felbjl unter biefer SSorauS^ 
fefeung mogli^ji im 2(u6bru(f t)ereinfa4)t, mithin t>on ber 
Sorm a -f X fepn , übrigen^ aber in beliebiger Änja^l genom^ 
men werben* fBlan t>erlangt baS ?)robuct folc^er Sactoren, 
fo entwirfelt; bog eS in einer nac^ ?)otenjen ber i|)au})tgrife 
gefefemd^ig fortfd^reitenben Sorm l^moxtt^U. 

2«e eben gemadj^te SJora^Sfefeung erf)dtt i^re einfa^pe ©ejlaB, 
wenn man alle gactoren bergorm a+x, bie ju einem $ro^ 
tuctc loerbunben werben foUen, t)5llig ibentift!) fe^t, fo baf olfo 
eine |)oteni, beren Qrponcnt eine beliebige unb })ofitit>e B^^f 
ip/ S^ffifeiwöfig entwitfelt weiten foH» 

A. tJwö«P«n^«tttc SmtDttfeluftg. 

!Kan ^at, bie Aufgabe beS binomifd^en ©afee« üon cothbinötos 
rif4^er©eifcangefeK mehrere, unter cinanber ibentifcl&c5Bei|)ett, 
beren jebe jwep Elemente in fiä) faßt, unb foH au6 i^nen olle 
aSariation^formen bilben» ^ier pnbet ber leicbtepe gall ber Uri 
®tatt, wo man, o^e weitere JRucfftc^t, für alle JRei^en einen 
gemeinfcf^aftlid^en 2nber tin^^ren barf j unb unmittelbar au§ 
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fernen ©ementen ble CorfötionSformen jufammcnfefem fantu 
2aU^ wirb für Mc ,g^enn)arttg.e SSoray^fefeun^ bie Siegel ber 
XMeitung bie bequemjle fcpn, welct^er gema^ au^ bem gcmem* 
fdSKJftfic^en Snbey bei: geflebenc« Üicj^en, feine eiemcnte oB 
unbejfimmt wieber^olbar gebucht, erjl äße möglichen ßorn^^ina^ 
ti(mSformen abgeleitet werben, unb nad)I)er jebe t)on biefen 
formen auf alle mSglrd^e Zxtm !permutirt erfcf)eint 25enn ba 
bie gIeicf)^o^en ©lieber ber ^ier angenommenen 9ieii)en burdS^auS 
bicfelben'jTnb, bie Elemente ber gornten aber aB gactoren 
jufiammengeflellt werben, unb gednberte golge ber gäeferen 
oatf bie (Sroße be6 ^robuct§ feineft ßinfluß l^at, fo muffen 
|;fer atte bie gormeri , Yoti6)e imä) bloßeS ^ermutircn anbrcr 
entpei^n, aU ibentifcl^ betrad^tct, wnb im äitf<Jmmenne]&men 
flÄ SBieber{)oIungen be§ nemlt(^en 9)robuct§ nur gcjd^ft wer* 
ben, boinit t)on jeber befannt werbe, wie oft fte üorfommt, 
SfeS erteidS^t ftd) aUi fogfeidj) baburd), baß man au^ ben 
©ettienten be§ gemeinfd)aftUd()en SnbcjC nur biejcnigen ßoms 
Tfikfiontn wfirKld) entwidfelt, bie ftd) burcl? geänberten Sn'^alt 
Wn einanber unterfcbeiben, ünb, jlatt jebe \jon ii)ncn xvüxtiid) 
ju |)ennutiren, \i)t blo^ aK gactor W ?)ermutatton63al;I 
beifügt, welche ber STOenge unb 2(rt ber in i\)x üorfonimenben 
Stewente jufommen wirb» 

Diefc ßornbinationSformen aber, ba nur jwep, unBebingt 
wlÄsr^oIbare", eiemente t>or^anben ftiib, unb b^r ®rab ber 
®«te woju fte gel;6ren foßen, burd^ bie !0^eng^ ber gegebenen 
Äel^ loorgiefd^rieben ift, bilben fidf), ber Si^t einer Stangfofge 
«nto i^nen felbft jufolgi , auf eine \cf)t einfädle Seife. Sie 
ttiebtigjle ent^ali lauter etemente, berenüebeS bem' erjien beä 
jegÄenen gleidf^ ift; jebe fotgenbe entfielet, wenn man üu^ 
ber bbrl^erge^enben ein erfleh (Slement l^erauSwitft, um bafur 
ri«i»e9teS wieb^r an ben ^la^ jit fefeen, al§ woburc](> |)ier 
«Äefe üne (Srl^ol^nng gefcf^e^en. fonn. SBeiß man alfo nur 
Wttmer fotc^en gorm, bie wiet)ieljle na^ ber anfänglichen 
fit (fl^ ^oU/ fo lennt man t^ren ganzen fdau» ,©ie |)at -fo 

JD 2 
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t>fele jwcijte Elemente in fid), ali H)xz Sal&l an^iht, utib 
baneben fo t)iele crj!e, aK tihti)iQ ffnb, um biefe 3al()t 511 
bcrjcnigen ju ergdnjen, wel^c bfe SRenge bcr botf^anbenen 
gUit)cn, ober bic 6laffc ber ju bilbenben gormen auöbrutft 

3tiit offo fann baö ®cfc(j einer folc&cn fWultipIicatioo 
Donjlanbig au§geft)rod()en werben, ©oll man eine jwept^eilige 
©rope (a + x) auf eine borgefd&riebenc ^otenj bon flanjem 
tmb })ofitibem ßjqponenten erl^eben , fo bilbc man cijie Steige 
einjjelner ^robucte^ iebc6 fo biele gactoren entl^aUenb, aB ber 
(Srab btr ^otenj forbert. 3m anfänglichen müfTen aDe 
gactoren bem erfien S&^eile ber gegebenen @r5ßc gleich) fe^jn, 
(a"), in ben fucCeffib folgenben muß fic^ bep iebem ^Zö^tittt 
einer bon biefcn gactoren ber(ieren; unb bafur ein anbi;;r/ 
welcher bem jwepten SE^eile ber gegebenen ©roße gleicfc ijt, 
toteber an bie ©teile treten ^ fo baß, allgemein ^ ein folgcnbeö 
^^robuctbon bejiimmter 3alf)l, eine ^otenj beS erften Xt)til^ 
mtl)alUn wirb, in beren (5j:t)onenten fo biete Sinl^eiten an 
ber anfdnglid^en 9Jlengc fel^len, aß bie 3a^I beö ?)robuct0 
anjeigt, baneben aber afö Factor eine ^otcnj bcS jwe^ten 
Sj;t)eilö in ftc^ fd^ließen muß', beren Sr^Jonent ihm biefe 3al)l 
be6 ^robuct^ felb|t ift. (2)a§ tu ©lieb bon (a + xf" wirb 
a"—'.x' enthalten)*. S^beS t)on biefen^robucten muß fo oft 
gefefet wer^^n , atö feine Sactoren ^ wenn fie Elemente einer 
^ermutation waren, 8Serfefeung6formen erlauben tourben* SSÄtin 
fte^t alfo auf biefe SBeife t)on fclbft eine Steige einjelner 
^robucte ]()en>ertf^ten, bie in regelmäßiger Solgc fuccefiloe 
^otenjen ber angenommenen ^au))tgr6ße in fid^ fi^ließen, 
«rib beren Snbegrijf baä geforberte JRefultat in oorgefc^riebener 
Sorm barbieten muß« 

SQSaS bie SSerfcfeungSjal^l betrifft, bie l^fer aß gactor ober 
Goeffijient in ben ©liebern einer ^otenj t)on einer jweijt^eiligen 
®r6ße borfommt, unb in fo fern 5inomialcoeffi'3tent jU 
if^eiffen ))pegt, fo ftnb jwar bie ©efe^e i^rer 85<Ibunfi befannt, 
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mfccffcn ü$t ^ä) fc<|jbe9 nod) dm, SSemerfUnfi üerbtcwcnte, 
JftÖQunfl anbringen» ©ie ^robucte enthalten alle gleic^t?iel 
8frtöi;enf t>k, Sal&I tei; eiemente alfo, ri>ei;c^e jjerniutiit mti 
tm feUeny t|i immet ble nemlid;e» 2Bdr^n ial)cx alle >iefe 
©[emente oerfd&iebcn , fo bliebe bie ^^ermutation^^al^l immer 
fcfefelbej ein ^robnct aller ganjen ^a1)Uvi t>on l an, biö jur 
Beim ber »orl&anbenen ßlenjente ^^in^^if : (a. (n— i) . ♦ . . !)♦ 
Jfcrba'in jebem ?)robucte QUUi)z gactpren ober eiemenfc 
lu^tit fo »w«f P« noiä^ Seranberungen erleiben j für jebe 
SKäjH glei4)er Elemente / bie unter ben gegebenen ))orfommen/ 
"^man fie burc^ bie ^ernuitationSial^I ju bimbiren, n)elci()e 
«teer foldf^en SWcnge jufommt 2)a§ an'fan3ncl)e ^robuct, 
fnoie baS aUerlejte, entfeafteji fauler, gleid^eSactoren; für jte 
#- wirb bij5 ^mutation^jabl/ weil 2)it)ibenb unb ©itjifor 
% auf Hieben, bie ginl^it* Me übrigen ^robucte aber entbat 
teiglei^ gocforen t^on gwe^crlep 2Crf.; für fie alfo muß bie 
iirtk $erinutatio»§sai^I. bur^ ^we^ Heinere bii>ibir{ n^evben, 
nrid^ ben Heineren. Sßengen t}on untereinanber gleichen (Sle^ 
Ätttcn jugebSren^ bie in ber.germ Jentb^ften finb* ßn 3ei|. 
i|H»: ba8 rti untar ben ^robucten ijl; an-».x». ©eine 
»äfe|ung§ja^l aljo : / ^'Cn~ t) . . .. 1 V ^^^^ ^^. ^ .p 

Ä einer größeren ^ermutatioriBjäbl jebe flcinere entbalten/ 
Ätt wirb alfo wenigflienS bie eine Don ienen ,bepben f leineren 
^^ä) gegen bt< tjoöe Dcrmutation§j«^)l b*^^ fpnnen, n>eiin 
^ bie £)it)ifton: mft bei; anbem nur angebeutet werben 
f«m. 3ClSbann gel^n bie gactoren ber loollen ^ermutationS- 
Dom ^bä)^m nur foweit l^cxai , bis bie Steige biefer, ' 
iiwillg ficb um eine ßinbeit »erringemben , $(tt)Un , an bm 
imiengactor jener Heineren aufjubebenben ^ermutationäjabl/ 
ft»Wt; unb brechen, obne biefen nodj) mit in ficb aufjunebmen, 
«^linmal ab» 3u ibrem ?)robucte gebort afö 2)it)ifor aföbann 
M4 «odSi bie j»^9te ber Heineren ?)ermutatioh$jablen, bie fic^ 
pur iu. ber SSirHid^feit gkic^foll^ muß i^tbcn laffen, \>on ber 
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ofier Im JCdgcmcIrten nlö)t me^r angegeben »erben fonn, xoxt ti 
gefd)e^n muf . 2(n ft<^ iji ed io6nig gteicI^gäUig, ipel^^e Don ben 
bebten fleineren SSerfefeungfja^Ien , gegen eben fo toiefe, b«i- 
irrigen gleiche, Satteren ber DoUen, gel^iyben werben fottj c* 
»9 inbeffcn am gebrdnc^nc^fien, eS btcienige fe^n ju I«fieti# 
weld^e ipegen ber unter einanber gleld^en ©femente ober gac* 
toren^ t>on ber %tt beS erjien SE^efK, aK JMbifor ge(efet »erben 
muß (Sn 3eic|)en : wenn bö§ rte unter ben ^robuetcn, In weld^ 
fi^ (a + x)» entwicfefn wirb^ a»-»x», unb bem gemiß bft 
anfängliche 2Cu6brutf feiner SScrfefeungSja^)!, bie i^m aß gactor 

' beigegeben werben muß, ;^ ^;^ V * — 7 ijl, fo &cbt 

man bie ber SRenge gleidj^er gadorcn »on ber 2Crt a^ b. ^, 
ber 3abf n — r/ jugeborige SScrfefeungSjabl (n ~r) . . , . 1, butc^ • 
S)it)ifton wurfli<b/ fo i<4 bie Dbere nur nocb Don n bi& aßf 
(n— p + i) b^rabgebt, bie folgenben gattoren aber^ öott- 
n~r an bis 1 aui ibr wegfaUen; aföbtonn bleibt im ^ii[)tfot 
bloß bie 2n>e9te SSerfe^ung^abt, bie wegen ber gleichen %0fit^ 
ten uon ber 2Crt x in ibm Dorfam # b« .b« r « « « « i, ungeän« 
bert pebn. di wirb alfo ber gactor, wcltbec bem ^bwte 
an-jf.ai.* beigegeben werben muß, naüf biefer 2(bfürjung^ 

— i ^^ ■ — ', inbem eS offenbar t)6llig gemattet 

ifl, bie ßrböung ber gartoren im Wenner umjufebren. (g* 
(6nnte aber aucb eben fo gut, wenn man bie jwei^te |>eri 
mutationSjabI b^^^n, bie erfte ftebn laffen wollte, 

"^^''.^o*^^^ ^^''"^^^ fepn; be^be 2Cu6brudEe finb in ftc^ 

ibentifcb unb e$ b^ngt t)on UmflSuben ab, ob ber eine ot^er 
ber anbre bequenter im ©ebraucbe fepn foH. 

Um alle biefe SntwidFlusgen in eine mecbanif(be. Siegel 
jufammenjufaffen^.fann man ficb folgenbermaf en lauöbrucfen* 
Um eine jwe^tbeiligc ©roge {a+x) auf bie ?l)öten j . eipÄ 
bejiimmtcn ^yponenten, ber i^in a» gonj« .jjofitide 3abl ^ 
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U6)t toirb («)/ ju et^efr^tf ^ Wlbe ntan dne fifJefl^tf t>on ©ffe* 
imr^ in toefci^er bad ^nfang^gneb nichts miUx afö eine 
eJm fo ^of)^ ^otenj beä erficn S^ctlä (a») enteilt, jebe« 
fo%ctt*e (rte) aber eine ^otenj be8 erjten SEl^iWi beten Sx^ 
t)aiwiten an iener anfdnglicl^cn -^fcl^e fcI)on fo t)iele €irt]()efc 
toi obge^n, aß^bie 3a^I be§ ©licbeS in fic^ faft, (a'^-O 
n^ einer ?)Dtenj beö jwepten a^^cllä, beren ejrjjonent getabe 
forter ©n^iten entbätt, oB bie Sa^l be« ©Hebeä (x»)^ 
SebeS @fieb befomme einen befiimmten ßoeffijienten* S?iefer 
muf iitbeämaf ein S3rud(i fepn, beffen Sabici; unb Kennet 
IJrobucte au^ UHad}Hvtm ganjen äa^Ien ftnb* 3m Sanier 
fingt fic^ ba§ f)tobuct immer mit bem ®rabe bcr t)or3ef(|)rie^ 
beaen ?>otenj felbjl, aB f)iä)^txti %attot, an,, unb ^tfyt, 
bttt^ goctbren, bie ft4> fuccefffto um eine -©nl^eit Derringern^ 
fi »eit f0rt/ bis ed jtt einem l^actor l()erabge?ommen ifl, bec 
o#iit ®rabe ber $otenj fo t)iele (Sinl^eiten fcbon verloren i)at, 
Qft.'ik um eine ein]^cit,t)erringerte 3ai}i be8 ßoeffijienten 
OBbeötet Ct)on n bi« auf n — (i- — i) ^erabgefommen ijl). 
S»'9lenner beginnt baö ^robuct mit ber (Sfnl;eit, unb gel^t, 
bMä^ öCe fuccefpb größeren 3alS)len, bi8 auf bie be§ jSoefff:^ 
jiöitoi felbft/ welche ben lefeten feiner gactoren abgiH 
(!»« 1 K8 r> 

SBollte man bloß in äeid&eii reben^ fo brürfte fid^ bie gdnje 
Sw#rift fo ouä* (£§ ift (a + x)» eine Sietbe, beren 2(nfangS- 

*, unb man fefee nur für r alle SBertl&e Don 1 an, bur^ 
Me fucceffioen ganjen Sal^Ien l^inbur^, um au6 biefem m^ 
beRmmten 2(u§btu(fe alle cinjelnen ©lieber, üom erften nad) • 
b<V anfänglichen an, biä jum leisten, mlc^eä^ baä nu naä) 
i^m fe^n wirb / boUpdnbig ju ehtwideln. 

8&r ben %aü x$o man bie ju ))Oten2irenbe'Sorm beö erflen 
®»ib€8 nid^t pelgenb^ fonbem fallenb georbnet ^dttc^ mtt^in 
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baS StefuKat au^ fallenb ermatten toofUt, (ebarf eS (einet 
nmn üBetradtitung; man braud^t in Ux oHgen nur x ut\b:a 

2n Itx Selge foHen bie ßoeffiäientcn, »el^c in bm (Blk^ 
bem ber beregneten f)Dten} eineS jSBtnontium^ t^orfommen, 
aK ©roßen r>on bekannter JBilbung, burcb ein einfaches 3ei4)cn 

r 

angebcufet werben. «S5 foH ben ßoeffijicnten be§ mn ©lieber 
in bcr ntcn 5)otcnj einer jwct;tf)cili3en ©rof e, unb alfo fot)iel aK 

-^ 7^-~ = anjeigen. Ser ^upge' ©e? 

4 • ^ • ♦ • r 

braucb biefer äa1;)kn rechtfertigt eine folcbe Jtbffirjung* ©ie^ 
fommen bep ben Derfd^iebenartigtien flSetrad^ngen t)or» ©o 
8?ben jte }. 6* bie tttnjabl ber ßombinationöformen, bie öu$ 
einer gegebenen 2CnjaJ^I unwieberbolbarer ©emente, ben 3ns 
t^griff, einer befiimmten Stoffe aufimad^enb, erjeugt werben 
f pnnen* G* ijl im jwe^ten Göpitel pag. 17. gejeigt, baß au* 
, n ßlementen, jur rtenßlaffC; eine 9Senge t>on Sombinationfc 

formen moglicb ftnb, bie burc^ — - — / * '^ * V ' 

üoKftanbig auSgebrüift wirb. JDieö ift aber ba§ gegenwar^ 

a^ mögen nodb einige JBejiebungen unter ibnen, weUbc 
aucb bep fe^r t)ieten anbern ©rofen 5 SSerfnupfungm xoiäjtig 
finb, ()ier angeführt werbem ' 

1* @ö folgt au6 ibrerentjiebunj/bof ^m^ foIcbeJBinomiat 
cpeffi^ieuten, fobalb |te nur in ber volljldnbigcn Siei^e, welche 
alle, in ber nemlicben 9>otenj geb^rige/ in ftcb fcbließt, qUO) 
xotii x>om Anfang unb (Snbe abjlebn/ tjollig glei<b unter ein^ 

T 11— r 

anberfe^n Werbern (3n Seieben: "SBn^SS)* ©ieS bringt 
'bep ber wurffcben SSerecbnung aller, ju einer folcben ^otenj 
gebJrigen, ©fieber ben. ©ortbeif/ baß, fobatb man über, bie 
^alfte ju gelangen beginnt, bie Soeffijienten ber folgenben 
©lieber aud ben fd[)on t>orbanbenea ber t>orbergebenben unmit^ 
telbor <^bd<^nommen werben f innen. . 
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2. Stbtt folgenbe SStnomioltoeff^ietit mü)iü Un »pt:^ 
^ge^enben atö ^ctor in ftd^, unt) ^at im gd^Ur n)ie 
im Slcnncr nur einen Factor mel^i- ötö biefer, unb jwat 
bm legten, wel^, bem urfprüngliclicn^ gorfnationSgefefee 
gcmaf, im Sanier unb Slenner be? it)m tjorfommt: 
2. '^* /» — (r— i)> 






3* Stielet blof unter bcn ßoeffiiienten ber nemlic^ert' 
f>0tettj, fonbern and) unter benen, bic ju ?)otenjen fuc^ 
ceffi^er ®rabc 'gel^oreni ffttbet eine na^e SSerwönbfd^aft; 
^tatt. 3»e9 SBinonriatcoeffijienten einer gewiffen ^o^* 
tcnj, bie unmitteftar auf einanber folgen, ge{)en, jufams 
mcnabbirt, einen JBinomialcoefftjienten ber m(i)^i)oi)mn 
Dotenj, beffen 3aW fo ^od) ifl, m bie be§ legten unter 
ben ht^Un, xcü^e fid(> ju i^m toereinigtem (Sn 3eidE)en: 

»afäSrr«^"^^»). Ser SSewd^ bicfer SSelEiau^tung 
fann fe]()r leic^ imä) xo\xxiii6)c 3Cbbition gefuf)rt »erben* 

x • 2 . • • • ^ 

^^i^ " - Cn — 1) [n— (r — l)](a — r) ' 

^ ~ 1 . 2 . • . r • (r + 1) 

aSepbe aSrfic&e muffen, e^e man fie abbiTenfann, auf 
cinertep ^Benennung gebrad^t werben» t)ai\x ifl bloß nSt^ig^ 
bcn erjien im Sanier unb SJlenner mit (r + 1) ju mu{ti})Iici$ 
rem Sjl bie§ gefc(^e]S)n, fo ^aben bie 3d^Ier ber glei(^benannten 
»riic^e bie gactoren n . (n— ij . • . [n — (r — 1)] gemein; 
ber erpe f)at nur (r + i) eigentl^fimlic^ , bfr jwepte nur 
(n— r). SMcfebe^ben eigentl^fimlicl()en ^actoren geben, burcf) 
Jfcbition Deteinigt, (r + i) + (n~r) = (n + i); biefe 
Summe, mit ben üorl&er abgefonberten, beijben Steilen 
gemeinfdj^afttic^en, gactoren multipticirt, (n -j-. i) n ♦ . ♦ ♦\ 
[Q_(r_i)]^ aK ben3d^(er be« neuen fi3rud&S, worin man 
ofenbar ol^ne ^enberung be&. SBert^d ben reiben gactor audi^ 
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bmü) (n + i— ^0 auSt>rficfm tann. ©öju Un gemein- 
fd^aftli^en Slenner m fold^en xokUx gefugt, bcfommt nictn* 

" \, r^ w'^-L^x^^ / »elc^eS; t)cm fefecpettteti (Sß^. 

fefee gemäß; ber entwitfelte SSBert^ toon «^läB ijl* Äame 
ö b.orauf m, für bie fucceffit^ert. ^Jotenjen eine SlabeUc ber 
äBinomialcoeffJiienten ^u entwerfen, fo würbe biefer ©afe baju 
fe^r braudE)bar fe^n. 2)er ßoeffiaient beä 2fnfang§gKebe§ in 
ieber ^otenj i|i bie ßinl^'eit; ötte übrigen aber finbet möu 
fcurd^ fucceffit)e 3Cbbition t?on jwep benachbarten ßoeffiiienten 
ber' unmittelbar üor^ergebenben ^otenj *), 
; 4* SK6c|) eine anbre leicht abjukitenbe unb feJ&r brauchbare. 
ü5ejte^ung tft bie 2 baf alte äBinomiarcoefRjTenten, bie ju ber« 
felben ^otenj ge]()6ren^ va eine ©unune 'gejögen, jebeömal eine 
^otenj ber t(x^ 2 |)ett)orbringen, bem' ©rabe nadS> fp ^oä}, 
m bk, mlä)ex bie ßoefffiienten angel^orten* (3n Seiden t 

1 + »S5 f «S5 +.• • . »J8 rr ^i« )^ jjer 83ewei§ biefeö ©afeeS 
ergibt fid) auf folgenbe Art. * Zjlt ©Heb^er ber entwttfclten 
§)otenä einer jweptbeiligen ©roße^ aufammengeredmet, geben 
bzn S&itt^ biefer ^otenj, m^ au^ bie be^ben a;^eile ber 
>oteniiirten ©roge fepn mögen. SWimt man alfo an, baß 
ber crjle a^e«> fo wie ber jwepte, ieber bie einl;eit iji, fo 
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einer forden ZaMc fdße fo äuö: 

30M «>«< Cocffiilenten 
01234567 


1 . 

2 

3 

4 
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1 1 1 1 
12 1 
1^31 
14 6 4 1 
1 Ä 10 10 Ö i 
1 6^ 15 20 15 ( 
1 7 21 35 35 21 


> i 


f 1 



'Sa^ Stnfang^ötieb ieber \^ovi^ontaIrei&e ifl; i^ iebe^ folgenbe ifl 
fcur*' 5(bbttiott be^ UtAUt fle^euben 3« im biefem in feiner Qfieije 
jtnmitrefbar «oij^radjientiii etmsf* 
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betragt bie ixoegt^äll^e ®r&^e efgetitli^ iit 3o|I 2,^ mi iene 
jeforbertc 9)otcnj iDon ii^x iji eincl)o!c|ij b«r Sal&I 2. 2(6et in 
ber atei^e t)on ©liebem,. tt>el^e feit entwicKung bieftr ^otenj, 
borjlettt,^ locrfd^winben bcp biefet 3Cnjtabmc bie ^otenjen beö 
erjfen fowol^I aB be§ jwe^tcn StbciK, benn jebe ?)otftt} bet 
©n^eit ijl fcttfl wiebec bie ©nl&eit, unb lann aU gactot' 
ttlfggcfaffen werben. SS blei6c;n alfö in ben ©fiebern blof 
bie ßoeffijienten ftebn, unb i^je ^ummt iji e« aHein, welc^r 
ben ffiertb jener bered^neten ^Potenj ouSmot^t [3n Seiten: 

ffienn allgemein (a + x)^ =:|i» -}- >« . a«- 1. x* + . . • "S5 . x>^ 
i|f, unb man, für a unb Ä, bie (iini)dt an bie Stelle fe|t, 

fo finbet ft(^ (1 + iO**— 2«* = i +»SB + ♦ . . HO]* 

B. BecutrirettOee^jKue^rucE ^et b{nomtf4)en 9aee6.^ 

J)en fätjeften ?Cu§bru(f nimt bieSÜegd be§ binomifc^en ©a^eS 
an, «Denn man il^ren inbe})enbenten 2(u§brucf in einen recur^ 
tirenben umfefet* SBenn man n 

(x-f a)« = x«+ Ax«-i +Ax«-V.-f. Ax«-H('-i)..,+Axa7'. , 
f<^t, fo ifl| bem bereits SSen^iefenen gemaf ; 

f-l r-l r r ' 

A = ^95 , a»-* mi €\m\o A = «SB • An 

6« ijl femer f4)on barfletli^an, baß: »»= ( '^'^^^ -) "S 

€8 iji alfo A = (!^Zi^) . a, mithin A=A,(^)a 

A - '• ' 

9Ran fann alfo aOgemein fagen, baf be9 ber Stttv^dSung 
t)on (x+a)ö au§ iebem »orlj^ergel^eitbett ®Iiebe'ba* nd#fob 
genbe erl^atten weidbe, n)€nn man biefeS mit bem ©rabe bir 
in i(m ent^tenen §)ofen} t)on x multi))ficirt, alSbann eitt , 
X in ein. a t^enoanbelt (tooburc^^ bie Doi^rige ^^otat) txm x 
im Stange itm l niebriger, bie t)on a um 1 ]^6l^er n)irb),unb 
enb(i4^ burd^ ben ©rab ber mlcitt cnfßanbenen f^otenj ^tt 
a toieb^r bi^ibivt S)itfe äiegd »irk oSmilig ongmcttbet, 



in 

kl 
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buxö) alle Slieber ber befaittften binomifc^en , @ntn)icBung 

n 

fibrcn f unb bep bem ©liebe worin a» . x»-" n a x° üor^ ' 
Jommt; mcil t)on ba. an x\)x gcmd^ ber gactor o in atte fot 
^ttbiti treten mußte ^ t)on felbfl ben ©c^lup ber 6ntu?id(ung 
nad^n)eifen. 

3n bem 2Cuäbrucf ber Siegel tourbe fid) für ben gafl. 
ber imigefebrten Ttnorbnung wenig anbem^ SP 

12 T-l T 

(a-l-x)n= an + Ax*^Ax*..,4r Ax*~i + Ax'**. fo 

T— 1 T— 1 

tjl nad) beminbe})enbent«D0efefeet Ar;»iBa"--<''-i> 

r— l 

Tf » A nr- (r — 1) 

t^b An »JB* a""-»^ mithin — n , ober 

I r . a 

A 

^_ .nj-^--0^ A_^ gg jljebe olfo biefclbc JReßd 

ii)te im erjlen %aU, um ouS'jcbem Dorlj^^rgel^enben ©liebe iai 
folgenbe abjuleiten, nur baß babep a unb x mit einanber 
t>erwe4)feK werben mußten ^- ober fofern bloß joor. ben ßoeffu 
jfenten/ bte Siebe xoixij jlatt bortiger 2KuItij)Iication mit a ^ier 
25ii)ijion imd) a ^u toerlangen fepn würbe ^ wd^renb ber . 

gattor - — - — ^ — in bepben %aüin berfelbe bleibt 

r . , .. ^ > 

IL pirötJu ctc aui beliebig Dielen t)erf4)tebeii€n ^actoren 
E^ca erflen (BraOca. 

SBJii; nc^imn j^fet. beliebig üielc jwc^tlfidtige gactoreir 
aUf ik, um tnfrf)ifbene ber cinfocbpen ©ejlatt ju fepn, 
ieber im crftcn Sl)eile. dne befonbre, beliebige; ©rofe^ 
im jwcpten b^ngcgm öKc bie erjic Motens ber ^au^Jtgc&^e 
«ttbölten m&gnu Qn Seieben, wir nel^men al§ gactoren 
m-^x, ß*{-%, v + :3f:, u. i^ »•)• ffiMt woUen unterfudS^en, 
« für diic, m^ ^imizti ber ^uujjtgrife fortfdj^teitenbe 
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Jeliebige ©lieb bcffelb^n gebifbct fcp* 

^dn bcjcid^e bie ctjten ©liebet ber g^cforen fomttt^^ bwrdft 
i; bfc jwepten burc^ 3^ wnb bilbe aii§ ben dementen i, 2/ 
<jDe mSgtid^en SSariation^formen. 35icfe werben jid^ , wie ims 
mer^ entweber burdf) terfd^iebenen JSnl^aft, ober burc^ ^tam 
terte gofge ber ßlemenfe t)on cin^nber unterfc|)eiben, SBo 
man nur jwet; Elemente in feiner .®e»alt t)at, ia tann 
Jfenberung be^ Snl^nltS nur baburd^ gcfd^el^n, baß man ein 
erjtcö Clement I()(frau6n>irft, uni ein jweptea bafur an bie 
©fcHe ju fe^en. 3(He bic gormen alfo, welche wtfc^lebenen 
SnMt befifeen, unterfdjeiben ftc^ iinä) bic SRcnge ber jnjcipteti 
€lemente bie fte entlE)aIten ; atte biejenigen , wetd^e nur burc^ 
jeanberte götge ber ©Icmente t>on einanber t)erfd)ieben finb, 
entlf^atten naturlid^ aui^ bie nemtid^elBtenge 5we9ter Elemente» 
9lun aber bcbeutef ba§ jwcpte SIement immer ba^felbe^.nems 
li^ bie erjle ^otenj ber ^auptQxh% Äfle bie gormenölfo, 
*»el(^e bie nemltd^e SWenge tjon jwet)ten Elementen tn fid) 
fließen, entlE)alten eine unb ebenbiefelbe f>otenj ber S^upU 
igAfe, unb gel&6ren ju einem ©fiebe beö ^robuct^ jufammem 
9tm \>cffäf)tt atfo l)ier am bequemten, wenn man erfl ani 
km gegebenen (Elementen, al§ unbebfngt wieber^oibar geboc^f^t, 
ÖHe Sombtnotionafbrmen bilbet, t>on benen bie niebrigjte bloß 
frfte eiemente, jebe folgenbe ein ^rjle§ eiement weniger, unb. 
bofur ein jwe^teS mel^r mti)aiUn wirb, unb na(i)^cx jebe t)Ott 
Wefen formen auf alle m5gn(^e 2Crten p^xmutixt* '2Cfle bfe 
8ormen , mld)e burc^ f)ermutation auä einanber entjlanben 
Pnb, ge^6ren ju bemfelben ©Hebe; alle hingegen, wobeij- eilte 
Änbre ßombination gemad^t worben ift, gelS)6ren ju wfdl^iebca 
ntn ©liebern be§ g)robuc«. 

& mögen äffe juerji bie tjerfc^iebenen moglid^en ßombfe 
«ötionSformen tJoHjidnbig abgeleitet fei^nj l^ernad^ aber jebe 
ion biefen auf alle m5g|[ic^e Ehrten permutirt erfc^cinem IBe^ 
bem JBeju^n biefer cdmbinatodfc^n- formen auf bie wütUid) 
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gcget^enen fRef^en xocAtn atibann nod^ to^mtU^e ^(fir^ungen 
moglldS)* 3"crjl ,te6n?egen, well man fict) um bie Scbeutung 
bei? jwcyten eiementc nicfet weitet ju befummem ixani^U 
Stel&n »erlangter 9Äaßcn alle ble germen jufammen/ »elcfie 
bie nemlid^e Ttttjal^l t)on 5we9ten Elementen entl^alten, fo 
fann man ein fiir ollemal biefe jweptcn glemente au^ i^mn 
ollen abfonbern; fte bebeuten ein ^robuct au^ lauter fllew^en 
gactoren , . beren . ieber ble S^au^tgth^e ijl, fteHen alfo eine 
^tenj berfelben bar, bie gemeinfc^aftlidf)er Factor aller jener 
formen i{l, unb ein für allemal al^ folcber atiS ildinen abge^ 
fonbert werben bavf, um i^rer anberweitigen Summe öß 
gactor wieber t)or9efefet ju werben. ' Slad^bem bieS gefd^e^n 
ift, entbalten alle jene formen nur ncc^ er{!e Elemente ; bie eine 
jwar an 3abl eben fo loiele, aU bie anbre, aber bie eine niäft 
in ben nemlid^en ©teilen wie bie anbre» Unb jebeJ erjle ßlcment 
:b<fwnmt feine IBebeutung aix^ ber ©teile, worin e8 fte()t, benn 
fte weijl ü)m bie fRdi)z an worauf e§ genommen werben fott, unb 
eö t)(it in einer anbern fRzii)e einen anbern SBertl^. 2)ie Slötur 
. ber ^ermutationen bringt eö mit ftc^ , baß bie |)*ermutirten 
(glem^nte aUmalig in alle mogli^en ©teilen neben einander 
rutfen, welche in ben formen ubn^aupt loorfommen. SBenn 
«Ifo alle ^ermutation§fi)rmen, worin eine UftixtmU äajl 
crjler ßlemente liegen, tjolljldnbig t^orJEn^nben finb, fo erfc^einen 
in t^nen biefe erjten Elemente aHmdlig auf allen moglidjieir 
©teilen / wet4)e bie gorm geftattet, fo baf e$ bai eint Wlal 
nicibt bitfelben ©teilen ftnb , wcld^e fie befefeen, aK ba« onbre 
aital. ^{t$ f)ti^ alfo ; ^ man wirb, bep ber äßejiebung jener 
Sormm auf ble gegebenen Stellten; jwar immer biefelbe 
"iSim^t cifcxZf)tiU au^ i^en afö gactoren jufammenßellen, 
a&er tiefe erjlen 5i;iE)eile werben baS eine SKal au8 anbern 
Sfteii)£n genommen fepn, al§ ba6 anbre 2Ral* Smmer biefelbe 
ajjengc cr|ler (Elemente nzi^mtnj aber fte aHmdlig in alle mig* 
litten Sicfiett riefen lajfen, UitnM alfo fooiel, aK; immer 
g{et{^ütc[c au8 ben efßen Stementen ber. gegebenen Stufen 
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pfommmff ^en , ^^ fte ba^e^ auf aUt m5fi{H^( ThUn aui 
twfifeicbcneri Stellten nehmen. £)iefe S|>eratipn fann fütier 
-flffaft wcrbcm ^an fcfee Wop bie.crpcn ©lieber; b^r aegebe» 
wri gwept^eingen ©ro^en atö eine bcfonbrc Steige. t)on ©fe 
m^titm l^in; au^ ii)t auf äffe mbgüidyt t>erfd^tebene Zxten 
eine bejtimmte SRenge t)on ©fementen jufammenfiellen; b^ißt 
Kombinationen untoieberl^olbare, Elemente ju einer üorgefc^rie:: 
6enen Gtuffe bilben; eine Operation wofür bie JRegel jjorber 
«uSfü^rlicb entwidfelt ftnb* 2)em gema^ fann alfo baö ©efeg 
f&r bie ^rjeugung eine§ ^robucte aup bcn angenommenen 
jü^^tbeifigen gaetoten folgenbermagen au§ge(pro^ett werberu 
^an pcKc eine gorm auf, in bcrem 2(nfangSgJ[iebe no^ 
feine ^otenj ber ^auptgrif e loorfommt, in beren fofgenbe» 
©fiebern aUx bie fucceffiijen ^otenjen eben berfelben, affemal 
wn ber nemlid^en ^o^e, wie bie 3a|)rbe§ folgenten ©liebe^ 
erfd^cineU; fo baf, im lejten unb ^6#en, eine V.oUnj, bereu 
@rab ber Zn^aU i[>or^anben gactoren gieic^^fommt; gefefet 
»erbe« ©ie Goefficienlen blefer ©lieber bilben fi^ au% bea 
crpen X^tiUn ber angenommenen gactoren. ©ie finb 6omr 
bin^tionen au§ biefen, aB nid^t wieber^olbar angenommenen 
®r6#en j ieber \>on il^nen ijt ein Snbegriff affer ßombinationS!« 
formen, bie ju einer bejiimmten ßlaffe geboren, bie Elemente 
ber einjelnen gormen al§ gactoren eJneö ^robuctö, bie gorme« 
fettjl als SEbeile eineS ®(injen gebac^t. S9Baä für eine ©äffe 
MR 6ombination§formen einem gewiffen ©liebe ange^ire^ 
»i^ fofilcid^ "baburdf) beflimmt, baf ber ®r«b ber ©äffe, 
unb bie 3al^l be^ ©liebS, ober, was -mit ber leifeieren eineriep 
ift, ber e^ponent ber ^otenj ber^au|)tgr6ße, weW[K in bi^ 
fem (Stiebe i?orfommt, jufammengenommen bk 3a^l auMa^ 
^m muffen, wetä^ bie SKenge ber wr^anbenen jwept^eiligen 
gactoren auSbrudft* (3n äeic^en^ (SS :foHen bie gactoren: 
(a 4"^)f 0* +3l), (y + x) ♦ . . , (^^x) mt emanber muU 
tiyBiirt werben j baS ^robuct wirb eine gotm fei^n, bie mit 
tmm ©lieb?, xt^vin x^ borfommt, an^iU, b^nn. in ben 
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.folgenbcn ©fiefecm- aÖmdUg x^, x*, vu f. »• im iQtett x^ 

enthalten »irD» Um bic ßocffijienten ju bifbcn, fel^e matt 
iu ®ri^en»a, /?, // •••^/ aB Elemente einer eigenen 
Steige an ; woraus ßomWnatfoncn gebilbet n)crben foHcn, imt 
t6 wirb ber eoeffijiene beö ^(nfangSgriebeS, worin x^ öorfommt, 

n n — 1 

C; ber beS erpen^ x^ entl^attenben C; aßgemcin beS rtm 

naö) bem anfdnglid^^en , worin x^ wxhmmt, C fepn^ bog 
onerlejte aber, in welci^em x» erf^cint, wirb 1 ^n feinem 
ßoeffi'jienten ^abem Sufammengejogcn : c§ ijt (a+x).(/? -|-xX 

(y -f x) . ;♦. (^+x) = Cx^ +ci'+Ci* ..• . -fCxr . .., 
4- 1 x«, wenn fic^ ba§ Seid^en ber ßpmbtnatit^n auf bie dteif^ 
^1 ßt y/ *•*♦>'/ l^^M^W* Sag man We.gactoten beS etflen 
'®tabe§> unb bem gemäß aud[) baS ^robuct, eben fo gut 
äu^ l^dtte faHenb anorbnen f onnen , . bebarf w^bt feiner 
©Snnerung« ' 

«erm6ge bfefer SRegel frnb wir im Ötanbe, bie ßrjeugnrtg 
eine« |>robuctS au8 gactoren b^8 erjlen ©rabeS, auf bie leic^ 
tefte combinatorifd&e 2Crbeit, Kombination unwieberboBbarÄ 
©emente jurucf juful^r^ , unb icbe§ einjefne ©lieb beffelben 
Dl^ne alle 9RfilS)e anjugeben^ Äamc e§ nur auf ein ein'jelnÄ- 
®rieb an, fo würbe nur eine Sombinationöcfaffe au8 einer 
9te!b« gegebener ©lemt nte geforbert, unb in biefem gallcwurtoc 
to« coorbinirenbe SSerfal^ren bep' ber 2(bleitung ber einjelncn 
gormen baö jwetfmdfiigfle fepn* SBäoUte man aber baö gänje 
^röbuct mit aKen feinen (Soeffi'jienten öoBjldnbig zxi^cAim, jft 
weld^em Swerfe alle 6ombiKation§cIafen au^ ben gegebenen 
@{ementen t)oIl|tdnbig gebilbet werben mfiffen, fo wdre ol^ne 
Sweifel *aS fuborbihirenbe, weld^eS t)on ben formen einet 
gewiffen ßlaffe ju benen ber ndd[)ftb5|)eren aufjieigt, bäS 
jwedmdfigfte» 68 liefe fidS^ biefeö U\i)i auf einen b&dbtl 
bequemen SRed^^aniSmu« jururfbringen» %Ux Sle^nungen 
foId()er 2(rt ftnb nid^t fo l&duffg, H^ fte mtn befonbern Ttlgö^ 
laV^mMi t>erbienten» 
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SBeim ntä)t bic groß« Sf d()t!gfeJtbjO|nonjjf(fee« ©afert ciae 
tnfurunglic^c ä5etrad()fun3 al§ bejönocfe jTOCtfmdßig crfc^^einen 
liefe, fo l^attc man ii)n furjer aB ©pe^ialfall, cntl^atten- 
imter ber Siegel für ?)rot>uctc auS t>erfc|)iet)cnin gactoren 
ber 5orm (a + x), foglef^ abWten tShnen, fi^ ti^k fte 
fe»P nur ^articuldrfda einer t)h^ixtn «eger ij!. 3fl din 
?>robttct au8 n fol^^cn güctoren (a+x) (/? -fi) ♦ , ♦ (r 4.3t) 

z:C4-Cx*.*. +Cx**. * +xn tt)o6e9 a, ß,... vrUt 
' ^Smmit bcr 6ombinationcn ah^f^trif iinb wnben äffe bfefe 
Qmiente/ t?orl&er tjerfc^iebeni \z%i tbentifd^, jebeS zz a, 
fi. j# iebe SombtnattonSform ein .^rpbuct aud lauter 
gN^en S<tcto^en/ (^Ifo eine $otenj t)on a, unb ber ©rob 
> i^ Slbffe beflimmt bie 3a^l berfelben, ober ben @jp2 
fwenten jener ^otenj t)on «♦ 2CUe formen berfelben ©äffe 
jMpi olfio bie namlVbt ^oteitj t)eti o. l^r, nxä> bie 2(}i2a()l 
(Ar Sormetr, mW in ber gansen @(if e liegen, 9/kt M, 

TO oft blefe $oten j t)orf omme. © wirb C r: « . ^ . . . ^ — a«, 

4i|Mtetn iebc gorm in C wirb a'*-^ imb fold^^et ?)robucte 

»l»^''c Viele enf^alten/al« , ^ /^^ ^\'' o — :="^ 

eW^^anjeigt, mithin" c'ft* jefet in «*»«"*-' umfe^en, 

wfcfjt: (a+x)nr:a'^.*. +»»a«^-'x' ♦♦• +x»|ieris 
Mi|itn^ weldi^e» bieSormel be« binomlfdi^en @(4eS i^ 
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^ctt bctr aRultipiicatiott jttfaTnmettöefc(jt'et gatmcn 
im Ällßctttcinett* 



, iDic ^gemeine Jtufgafce: mcl^rcre t^rfc^iebene, aber tM^ 
,^otenjctt b«r nämfid^cn ^auptgräßc fortlaufende gormen «rit 
einaniJcr ju mult{|)nciren , \)at im ©anjen weniger Umjlanb:: , 
li6)Uit, alö })articuldre gaüe; eben »eil bie Unbepimmt^eit 
ber formen feine noi)mn SRobificationen bcr allgemeinen 
Sfegel geflattet Der ©ang be§ bet) if)x anjuwenbenb'en com^ ' 
binatorifcl)en SSerfa^renö tx>irb mebr ober weniger einfacib fepn, 
Je had^bem in ben jufdmmcngefe^ten S<^ttoren mel^r ober we^ 
niger UebereinfHmmung in 2(bftcl^'t auf bie gleic^f&imige Slegefc 
ma|igfeit i^rcS 85au5 ftattfinbet 

' fflJiU man i)on^ bem ©nfa^en biefer %xt auSgebn, fb 
fe<|e nrnn mehrere ^men, bie in i^rem erften ®Öebc fammU 
(id? .bie Ott ^otenj ber ^auptgth^c entl^alten, unb nun xt^U 
ma^ig- in i\)Xi folgenben ©lieber bie fuweffit) boi^^rcn aufnel^^ 
men , fo bafi alfo in jeber bie 3abl ^^»^^ beliebigen ©liebeS 
mit bem ©rabe ber barin \>m bcr ^auptgrJ^e t>orfom5 
menben ^en^ jufamwenfdllt 2tföbann tritt offenbar bie' 
SRegel in unmittelbare 2Cnwenturrg# welche im jtvepten 
Äapitel jur analptifd^en .SSegrunbung be§ SSariiren6 ju be^ 
ftimmten ^mmeti gegeben morben ifl. 2)a0 gefucbte 
^rebuct wirb eine gorm, bie in i|)rem erften ©liebe gleicb- 
fall^ bie Ote ^otenj ber ^au»)tgt6pe entölt, in il^ren 
folgenben ©liebem oilmdlig burd) bie ndcbjibo^^riett f>o- 
Uninn fortfd^reitet, fo' baf bie Sal^I beS folgenben ©lies 
be§, jugteic^ ben ©rab ber in i\)m enthaltenen ?>otenj 
angibt; bie ßocffijienten ber ©lieber ftnb SUariationöformen 
ju ber @umme, ro€lä)t bie @r^onenten ibrer ^otenjen bar^ 
feilen ; gebilbet au$ ben Steiben t)on Elementen; welche bie 
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^tffiiimUn ber 'ff(^ ttadtipMxmitu f^^men in i]()¥it.n4« 
twAi^n Örbnuna barbietctt* 3» äck^en: c& mögen .m 

Ol i " T 

Äet>n t)orl()anbeft fe^n, n)oi)on a + ax' + ^'^ ♦ • • + ^ ^^ ♦ ♦ • 
itcr^aupt bcn JBau i)orftcllt j baS ^rotuct wirb eine gorm 

«eiben, bercti ^ifang^glieb ^V^^, in'xoti(bn ibtt^upt bai 

m 

Tk nac^fotgenbe ©lieb^Vx'ijl, bfe SSariationSformen ali 
fWobuctc au^ ben ßoefff jienten^ ber gegebenen S<ictoren , aß 
reden Elementen, bie bem gemeinfcbaftficben Snb^r ium 
(Shinbe liegen) gebadet, tinb üUe bie, wüd)e gu berfelben 

Siröime gehören, burd^ JCbbition mit einönber toereinigt. 

i 

. 25er gaß, wo alle jum ^robucte au t)ereinigenben gadoten 

12 T 

üon ber gorm ax' + ax* ♦.♦ + ax»»^ finb, ifi offenbar alS 
©})eciatfaa im t)origen entbatten, in weldjem man, für ibn, 

o 

nur a zr o onjunebmen b^t. 3nbe|fen ijl eS fürjer, ju 
bewerfen, bap alle SBariation^formen ber mten giaffe, au6 

O 1 

bett dementen a^ a^ ♦.; gebilbct ju einer geringeren Summe 

o 

öB m geborig / baS Clement a entbölten muffen, alfo fdmmls 
Kc| wegfallen; wenn biefc§ zz o gefefet wirb; wdbrenb bie 

1 2 

)uc @umme m ttnb- l^oberen, reelle f^men aui a, ä^««^ 
n}ß^ entbalten f6nnem Sn biefem S^Ile wirb alfo ba$ 

m 

mebrlgffe reelle ©lieb beS ^robuctö "»Vx°^, allgemein iai «e 

na^ ibm m + irVx«-i-'. 

JCIlee fomrat alfo^ bei? wurf lieber 3(u6ffibning einer folgen 
Äteit; auf bie SSilbung jener SSarialion^formen . ju wrges 
{(fttiebenen Summen am SS^ill man nur ein einji^lneS ©lieb 
H |)rebuct6 , a(fo nur eine &x\ippe ton ^ariation^förmen, 
Me. einer inbooibuellen <S^unmt geboren foü, fo lißt jt«bf 
o^e uberfüffjge SBeitlduftigfeit, für bi£ entwicflun^ ber 
w^/tbMi %ovfm Uin anbre§ SkrfaJ^reU; M ba$ coorbinirenbe, 
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eben b^d)idtitm, atnoeabttu fSet) t^m ift eS notfymnMi, 
für bie Steigen einett gemeinfc^ofilid^ett 3nliex einsuf&^/ 
au§ tcffcn etcmentcn tlc gotmcn ju bilben/ xinb bie bur<^ 
i^r 9Zcbencmanbcrjiel^n öngcbcutctc 3RuItij)Iication ber @t5f ctr,. 
»otoon fie ©tcUoerttcter waren ^ wurfüc^ !oorjunel()mcn, um; 
)ub^t bie 8<f«nbcnm ?)tobucte in dnc ©umme ju btbxtjßn4 
©oUcn ]()tn3e8en mel&rerc ©lubcr beS ^obuct« nad^ i^wi 
naturlid^en iDrbnung entwirfett »erben, fo gewahrt feaS «ciiti 
rirenbe SSerfal^ren, in ber 2tblcitung ber i^ncn atö ßoeffiäienle«) 
9ebM)renben Snbegriffc t)on SSariationöformen, »efentlic^e Ttb^ 
ffirjung* e§ gibt manc^erlep combinatorifc^e SRecurponeni 
jtt)if(|)en SSariationöformen ; bie ju niebrigeren Summen unt( 
ttiebrfgeren klaffen iifyhxm; eS ijl aber nur eine, eingige bar^ 
unter für unfern aritlj)metif(^en äwecf braui^bar, ba§ l&eißt 
fo befcbaffen, baf fte unS nid^t btop be^ul^ic^ wirb, bie 2(i 
Deutung ber 3Crt, wie boi()«w ßoeffijientcn berechnet werbe 
muffen, abjuleiten ani bcn 3(nbeutungen für bie SSere^inun« 
niebriger (Soeffijienten, fjonbern in ber Zi)at ein SRittel bari 
bietet^ aixi S^on gef utt^enett Wettern frub^ev @oeffi)ienten, 
bieSBertbe \phtmt abjuleiten» ©iefeSlecürjton lebrt un8, auS 
ben Snbegriffen bon SSariationSformen, bie ia einer niebrigem 
ßlaffe beti fucceffiben ©ummeri angeboren, ben SSetrag aller 
bcrjenigen flnberl, »eldbe in einer niä!)^f)h^tttn ©äffe gtt 
dtm giewifpen ©umme geboren werben» ?9?an fe|t ben fc^h 
berechneten 3nbegrijfen , bie in ber ijorbergebenben Stoffe gu 
fucceffw folgenben ©ummen geboren, iebem baä ßtement 
ber neuen Sleibe, bie ftcb mit ben t>origen t)erbinben foll, bep, 
biffim 3«bt ^t ber ©umme, bie ^ in Jetitm Snbegriffe 
bötgeflellt bH ^ie berCangte ©umme t)ott mad^. 68 ijl nicbt 
nitb^ be? biefem SBerfabten weiter ju berweileu/ benn e8 Ijl 
(ein onbreS, afö ba§ in ber gemeinen Siegel be$ 9)tulti|>Iid« 
ren« bMgefc^yweben«. 

9Bfe thnntn nun unfte S3etra(btungen fiber bie 9ttAtiplU 
catioti tM Vudbrfidm, bie fic^ iUi^mct^ natfy fitcceffh^n 
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^ftaueti einer Qcmin^ftü^tn ^aU|>tgt&f t gebildet ^Un, 
wttitm nod^ ertoeitern, ia^ ton in ifyvm etfien @(iete niöft 
ibfti bie erfle ^oUtii-, in beir fblgenben bie afim&liQ immn 
iwmm eine Sittl^J^i^ n)ert>ent)eti fie<|en* S« mag afigemein 
Weiteten; im erflcn ®(id)e jebe befieb^e fepn, Di« in bm^ 
fMgaiben @Iiebem htrdl^ be^nbigc« ^ngufommen einer 
wMnbtAid)m, iM^m^ xoiUiv^i^in , im^ten ®r6fk iiäf 
cqatgen, f&rjcr; bie 6y:)N)nenten ber .|)aten jen mh^tn irgenb 
eine ontt^tnetifdi^e DrogttffiDn box^eOen« 3n deichen: bet 

o 1 2 r 

J^, »obep a unb <> nad) JBcfiebcn ganj ober gebrochen; 
f0o ober negötit) fe^n barf. 3jt nur bicfc ©cjfalt für aUt 
JacWen bie nentlid)c, fb ct^)aft Pc(^, mit einer geringen 
»eWffeofion, bte ganje t)ortge Stegel ber ^Rtittiplicdtiön. ^an 
fwftre in jebem ber 'gegebenen 2tu6brficfe bie ^otenj, wel^e 
ffim erflen. ©Kebe entölt; aU Factor ab, unb fefee i^^n 
i|tem Snbegriff aU gemeinfd^aftli^en wieber t>or, woburc^^ 

msx X« (a-J-ax^ + ax*> •♦. + axrJ. .) erhalt ÄKbann 
n^lnnen bie ©rabe bgr f)otenjen/ bie in ben ©liebern be* 
QtfXl^etlen guf^itimengefe^ten SactorS liegen, a(d fucceffiioe 
Siffa^l^ t)erjenigen> »ef^^e ber erffc S^kü enthalt; fo baß, 
Mftman, bie legtere für ben SCugenblict atö eine einfad^K 
i<p^jbße anfel(^t/ in 3ei4)(n x^ =: u fe^K» n)«Ut^f jcber )>on, 
bm (omyiercn Sactoren, für ful^ betraget; in bie anfangUct^e 

o 1 2 r 

Swbfimn; a + au + au« .. + au» + ^^»* jurÄdfaflen 
»^. Siir ba* ^robuct (xxx^ fold^en gactoren aber ^jabeij 
tcit bie totttanbige Siegel entoicf eltv 9^n braud^ alfo nur 
M<fe 9tegel bepjubei^aUen , 'in if^rem StefuKate fuir bie eit^jl< 
WHg eingeführte ^au^jtgrof e beren anfinglid^en SSSertl^ »ieber 
JWÄdjufefeen, ur:x>, unb bie ©lieber beö f)robuct8, mit ben 
M ben factom anfangt abgefonberten ¥oteii$en: ber S^yx^U 
t#r liil^t Hodtr f&mmflidi^ jir nmltiipliciiett. ®# ent^rin«|t 
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folgcnbe oKg^meine dU^tL S>fiS $tobutt munter TlvOMtät, 
trie t)(m dnet bdtebigen $ot«ng bet ^ait))tgr6fe au^e^n; isitb 
im beoen bie @)tyon(ntra na^ betfeilen aritl(^netifc^en ^gref^ 
jion fcrtlaufen, ift ein 2Citdbrud, in wtUl^m baS erße ®IMk 
bie ©rnnrae aller ber ßppon^ten^ bie in ben erjien ©BÄem top 
Sactoren ootjotmnen, a(S ben feinigen ent^dtt; in n)e(c^m bie 
folgenben Exponenten nod^ bet nfmtidftn 9>Togveffton; n>ie bie4n 
ben S<tctorcn fortfdtiEreiten ; in toeic^em enblic^ bie Sceffijif nlen 
Snl^egrife t)on IBariationdformen fe^n n^erben; beren'@v<ib 
bie 3a^( ber gegebenen Sactoren, beren &ummt bie 3af^I bed. 
@Iiebe§ n)0}u fte ge()6ren foQen, oudbrutfen n>irb« SS verfielet 
ft^, ba^ bie SnbiceS ber fucceffit>en (Effizienten ber ^actoten 
bie Slententen:: Stetigen barfteüen; n^orauS ftc^ SSariationSformen j 
bilbin; ba^ bie burc!^ ffe angebeuteten reeUen Elemente mit 
einanber niultiplicirt, bie ^robucte felbji aber burc!^ 2Cbbition 
t>erbnnben n)erben muffen. Sn ^eid^en« äBenn mel^rete dt^u 

X o 1 r 

\)tn, n>ie ax«4"^^*''"^ ^.•♦♦♦ + ^^*'^'^ 

cxy -{- cxr^^ + ....+cxy^tl 
gegeben ftnb, fo wirb i^r ^robuct mit x(«+/3+y..,) anl^eben, 
nnb im um ©liebe na4) beni anfdngti(3^en x(«+^+y...) +rJ. 
ent\)alUn. . Sji m bie Sal^l ber öorbanbenen gactoren , fo , 

m 

wirb 'V ber ßoefftiient bee rteti ©liebeS fepn, fo baf fw^> 

Ol r 

V a\x^ ben Keilten a, a^^^^a,.* 

o 1 r , 

b/ b/««.b,*» 
o 1 ; T , 

Cf Cf • • « c^ • ♦ 

angebeutet burdf^ ben gemeinf^aftlid[)en Snbcjc 0, 1, ♦. r^ ju 
bilben ^at' 

£)ie be\ä)WtMßz Zxhüt tritt ol^ne 3n)eifel aföbamtbep 
ber Sl^ultiplication ein, roenn bie {ufmimepgefefeten Sactor^ 
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nnm^ eCn 9>ret)tfct jgebUttt wnim foH, in Kbft^t auf iie 
ftqwtwatcn ber fti i()tett »chtjelnen ©Webern t)orfommenbcn 
^oienjen^ unglctidS^formigen fßau beftfe^n* ©<nb bic ^ogtff:? 
fmifn biefet @r})oneiiteti in bm üerfd^ebenen:9attoren danglic^ 
Htf(bi^en, fo tft an feine Skttint^ung btr 9)ania{))tobacte, 
wd4>e bie !D^itt^cation ^ebett in)itb, im SCÜsenieineit jn 
bmien» 2{l abet; bie .^rogtefTiDn bm ejr^^onfinten in aütn^ 
S^ocen bicfelbe, unb fc^lm ^mir'^ .unb n^tebet einjetfte. 
Oßfber biefe^ ober ieneö Süangt^ in i^m, Ho bleibt e§ gmor 
im. Xttgemeinen bei; bm Dorigen SReßtln*. 3Cber m^ würbe eine 
übcrflttlfise SB^ttiäuftidteit geben, tpenn :maii ba$ ^robuct 
jMrft fo berecbnen. m^itt, a\^. n>enn. oUt feine Sactoren in 
.git^tic^ei: SSoaiUnbisteit.i^m eiujetoeit gteic^ i^oi^en (iflebet 
Wj^ben toitcn; ^ule^t meber megidfeub; too^otö nitlj^t 
M^ben angefe^n werben burfte, n>ei( eind ober bad anbre^ 
bv Elemente/ worauf eS ficb jufottimenfe^en foKte; afö=zo 
Utcaä}Ut »erben mußte. So entftel^t alfo bie Srage, ob^iä) 
iii4tt au§ mehreren gegebenen %ei^en, beren iebe einen befom 
biQi'Snber erforbert, n>eil in i\)x ßtemente fel^kn ober t)or^ 
^ttben ffnb; bie in anbem oorfommen ober oermißt »erben, 
dkmogltcben IBariation^formen ju einer beliebig toorgefd^rie^ 
tarn Summe bilben laffen ? Wim Unn biefe S«>rmen entwcber 
impmitnt, ober burc^) SJecurfi'on finben. Sm erjlen galle 
imbe man genotbigt fepn , üorauSgefefet baf bie SSariationSs 
fmin unter einanber gefcbrieben werben ; über iebe ^ (Stelle. 
Ne 'Elemente ber 9Ieil;e, woraus ^iefe ©teUe befefet werben^ 
ffü, mtital über einanber ju**fe^en. UebrigenS würben bie 
Siegeln für bie "JCbleitung ber einjetncn Sormen bie oorigen 
bleiben; e$ mü^te bloß noc^ bie S3ebingung, nur fotcbe @(e< 
mcnte in eine ©teile ju fefeeU; bie iiö) in ber Sleibe ber über 
Mefer ©teile 'jtcbenben fdnben, binjws^fuflt werben. Unter 
ben recurrivenben SRetbobeU; bie fici^ für bie 2fbleitung ber 
•«tetionSformen bep biefen Umjidnben angeben ließen, ijl 
#1 bie wfirflij^ {ßtuü^nmi (eine brautf^bar, als bie, wetd^e 
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{li^ in bem ^emeimtr. 8)?uItS))({(atton$&e¥fdl^tv i^n feibfl 1 
b^obac^tet ftnbet^ beten 9ie^el a{fo npcl) befenberd ju entoicfeln 
fj^t iberfluffifl fepn tt>ui*e. , 

2)w aCgrmeine Siegel (*t bfe ©eftimmung ber ©eftöK, 
t9eI4^e baS 9)rcbnct a\x^ beliebig angenommenen jttfammen^ 
gefe^cn gactören «rb alten jnug, I5ft infofern eine Umfeb- 
rung jU; otö man in bin S^ll fommen fan^, ffir jebe n>i(t 
fttbrii<^ angenomm«tte ^tcnj bet ^^uj>tgt6g6 ju fragen ^ in 
bem n>iet)icljlen ®Iiebe be6 9Jti>buct§ fJe -eiffcbeinen werbe. SRan 
giebe ben ©rob ber ^ofinj, weldfien baS 3Cnfang§gIieb be6 
^robuctS entl^atten mn|S, üjon bem jener angenommenen ah'^ 
ber älejl; burcb bie :35iferenj .^er in ben grpenenten ber ! 
fuccef^Den ©lieber Kx^n Un ^actoren l^errfcbenben aritl^metif(^n * 
^DgrefFion bivlbirt; gibt bic »erlangte 3a^l be^ })rpblematif(^ 
gfbac^^ctt ©riebe«. " 

' <§,^ tJerbient, aß eine, in mand()ett gfSffen htawi^baxt, in 
ben tjorbin entwrdPelten bejtimmten Siegeln entl)attene, affgej 
meine S3emcr!ung noc^ befonberß l(^ert)ergeboben ju werbet; 
tag be^ einem ^robuctc <k\x^ meieren regelmäßigen Sormen, 
ber Goeffijient iebeS ©liebeö jwar aHerbing6 Mi ben (^tt^ 
jienten me^^rerer^ in ben gactoren liegenber ©lieber jufams 
mengefe^t wirb / aber bap ^n feiner S3ilbung nur fot)iele locn 
ben erften Koeffizienten ber gactoren be^trögen f innen , aB 
feine eigene Sabl Einbetten enthalt 2)iefe SBemerfung ifl 
unter antern in aHen ben JaKen t>on er|)eblicl^feit , wo dian 
burd^ anberweitige entwitfiung bie gactoren erft ableiten mvi% 
au6 benen ein ^robuct erjeugt werben foll, weil \)erm&ge i^rer 
tJorgefc^rieben wirb, wie weit man in .ber Gntwitflung ber 
Sactoren ju gclf)n brau(J^t, wenn bie Sabl ber ©lieber benimmt 
ift, welcbe für baS 9)robuct berecl^net werben foDen. 2)enn 
wofern allgemein, a\xi ten Elementen o, i,.... r^ gebilbet 

rV bie 3(nbeutung ber ßoeffijienten im tm ©liebe ifl, fo 
wirb in feiner einzelnen S3()(iation^orm ein l^(^eS @letnent 



aK'7 fel^ß €i#dneti fex^nm, üUtTAingi (Ji^t, romn man 
tN)B bft'ctjien t)ie{^r gönnen^ toild)t t^ aKett anbem ©te^cti 

f^fdtety v^erbei) ^ tiefen bie n^btigeren Elemente <)8mälid 
\moil in bet: je|(fn <}($ in anb^ @letten erf^^is««. 



@ttbentc6 ^apittl 

©er |)ol^ncmifd^e ßci^rfat für sanje, pofittöe 

6jf})onentett, in inbcj)enbcniet nnb xtiuxxixtn^ 

ber gorm. 



*' ^ ijl ^dt itur eine ©^jeciöliffrung bet aHäemekten ÜRnfc 
tij>fication6refleI/ J^ermoge beren bie Ztxf^aU, beliebijg t>iele 
iintewnattber gretd^e zeitweilige gormen mit einander ju mufs 
MjKiciten, ^ober ein ^ef^nomium' <mf bie ^otenj eine« idrtitn 
wb j)oflHt)en ©rponenten jn ergeben, etlebigt tt>etben Unn.' 
Stebeffen üetbient jie, wegen t^ret folgenreichen SBidj^tigfeit, bie 
ge^ttuefle unb Vietfeitigfle SSetrac^tung. 

'^ ävoar würbe baS gemeine SÄultiplicationStjerfaljren; We 
^gefccnen gäctoren aßmdlig ium ^robucte jufammenjiel^enb, 
baS Cnb'refultat unfel^tbar ju ©tanbe bringen ^ «nb barf aK 
ein baju ffil^renber 9Rec|)ani§mu8 bejeid&net werben. & ifl 
fcbeffen weber ein eigentlic^^ inbe^jenbenteS, tioä) ein eigentli^ 
wurtirenbeS SJerfal^ren in prengen önalptifc^en ©inne^ «nb 
tpeic^t beSwegett für bie Bt^e^e ber ^nalpftS nic^t l()in* 

I« 3n6ependettte i^mwiälung pz$ polyttpmife^en ea^e«* 

A. Utfpriingli4>e Sotm ^effelben, 

2BaS bie inbej)enbente ©ntwirflnng be§ ©eforbertent 

•012 T , 

(a -4- ax + ax* + . . . . ax^ • . ; ♦)"* betrijfl^ fo l5ft fid^ 
ftne foUj^e fofileidS^.barauf {u^ringen^ baf mif It^tet^.wie 

1 \ 
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immiet, nx) flc^ mtf)mt utfjJtfingRd^e tBrttnbföVriien mitltijrticW 
t^n, We ßoeffijienfen t>U ^iuM nt^t§ öitbcrS aB' SSöriit» 
tionSfotmcn fepn f innen ^ bie ftclf)-auS l&enen ber gactotcti 
gcBiföet ^flbcn, aUc «ui bcr 6f«f[c, mldft bie 2(nj<r]^l bet 
't)or()anbeÄ0« Sacloren befiiiiimt, jcbcr einjelne ille genncn in 
pdf) fc^Iicfenb; bic ^u berjcnigen^^utnme '9clS)6rcn ; ' »dd^e 
ben e):}>one'nt bcr ^otcnj t>on x bcjcic^net, bic in bem gefor^ 
bertcn einzelnen ©Hebe be§^^robuct§ f^errfd^cnfofl;; 6S braucht 
nur if)injuoefiiat ju werben; baß in" bem %ailc, wo bie gcgc^ 
benen 9Jeil)en ibentifd) finb, biejenigen SSariatibn^fbrmen , bie 
fiä)" hur burc!^ gednbcrte Solge ber in i^hen entl)attenen @Ics ' 
mente untcrfc^eiben , ^robucte be5ei4;nen , bie nur gednbcrte 
£)rbnun3 ber nemlidjen S^ctoren bartieten, mithin imßufam^ 
nti^nfdjlfp^^ als imm^r boS 9lemlic^ barfUQeinb,« nuc jufant: 
tpcngejöl^lt werben muffen. SS tjl alfp, ju großer JCbfurjung^ 
in fol4)em gallc gemattet, nur bicjenigett formen ju bitben,; 
ipcld^e, ber geforber;en Glaffe unb Summe qngel^orig, wirflic^e 
S5erf^ieben^eit beS Snl^altg J^aben , tnfofem folgli^ jaB ßorm 
binötionöformen , a\x^ bem ,9emdnfd()aftlicl^en Snbejc erjeug^ 
erfct)einen; unb alSbann jeber berfelben il&re eigne ^ßmutc^ 
tipn^a\)l at§ gactor beipäufugen. 2nS funftige foU, wenn" C, 
wie biSl^er,. Snbegriffe gewiffer ßomHnattonöformcn anbeutet,^ 
:pC anjeigen, baf jeber biefer Sormen, *aB göctor, bie 3a%t / 
beigegeben werbe, vod^c au6brüdft, wie öiele ^ermutationea 
bie in ber %oxm jufammengeßellten Elemente gejiatten* 

SB^nn alfo mi)in, allgemein, für baS ^robuct au8 n 

Ol 2 

uerfd^iebenen 9iei^en, jebe »on ber gorm a +ax+ ax* ... 
+ ax» .♦. .; ber 2CuSbrutf : «V + ^Vx* -}-♦,, . »Vx». ! . . 
jur Siegel biente, fo wirb jefet für (a + ax^ +*.-l-ax» .♦.)» 
baSfRefuKatburdS): »)%.{- j)»Cx' + :t)»Cx».....4-^'Cx»...\ « 

O 1 

gcl^orig entn^itfelt. ouigebt&tft wei;^en fknen, tpobeip a^.^a«^ 
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a/*.»». a:»/bic Elemente flnb^ auä beten SnbiceS bie' 
verlangten 6ombination6formen gebilbet werben muffen* . '' ' 
e$ mag beiläufig bcmerft". werben; bofl in biefer (Regel 

auc^ ber gofl entgolten i|!| wd ar:o wdre^ bfe ju j>Dteniik 
wnbe Soimi alfo efgentlidfi ax' -f ax^^^i.. +ax»,»fr9n- 

o 

tturbc, ©obalb a in bew anfänglichen ^nfofee o wirb, fallen, 
otte ßombinationen .ber nten Glaffe; bie ju einer geringeren 
®mmt aß n gel^oren, weil in jieber odä i^ncn uftter beit- 

^ €lementen bie ju il^r jufammentreten a t)orfommen muß, ciii 
§)robucte bie ben gactor o entbaften, ftanilij^ .tt>fÖ/ wdlj^renb 
alle foTgenbeU; ber ©ummc n unb liol^eren angel^orenb, weil 

für fie, avi6) wenn a ganjtici[> »egfaßti au6 bert übrigen. 

(Slementen a, a,*. ♦ gormcn ber ute Stoffe . gebilbet werben 
lonnen, fortfahren, ttxoo,^ JReelleS ju bebeutem ^m wirb 
alfo, aB @})ecialfall ber ©runbform'el : 

(ax^. -f ax*. ♦ • + a X» . . .)» = »1)0 x« + «t^ J)C x'^+i ♦ .J 

n ' o 

+ "'^'pCxn"''i'. ♦ . erl^alten; fo baf aBbann t)on a burd&s 
au§ feine weitere Siebe ju fepn brauet, wofern nur bie. 
0pmbination§formen, weldje fic^ a\xf> ben übrigen burc^ ' 

12 3 

i, 2/ 3« • » ängebeuteten wieberbolbaren (Sfementcn a, a, a«», 
jUIbcn laffen/ ge]^6rig lum 2(nfa| fornmem 

(S§ fommt alfo offenbar in iebem gaU bie ganje 8le(^5' 
nung auf SBitbung t)on SombinationSformen ju befiimmtcn 
©ummen unb^ §)ermutation§jablen jurirf, wofür bie gunboi 
tnente ber 6ombinatiendIe^re , bie not^igen Stegein barbiete«« 

UebrigenS dnb^rt bie ollgemeinftc tttnnal&me, in %h[x6)i 
auf bie Exponenten ber ^otenjen in ber ©runbfprm, an 
welcher o))erirt werben foU, nichts in ber Siegel f&r bie ßoef^ 

Ol » • 

fijientepbfre4>»upa., @plltc (^x«+aa^«+« ♦ ♦ ♦+i^x«+r^^O'* 
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fceitd()ntt mxitrtf fo bxaui)te man nur jutorterjl in bet 
©runbform t>cn, aßen i^rcn ©liebern gemcinfcj^aftlid^en, gactor 

Ol 

±V Ä"^ i^^ 2" fönbern, «nb würbe [ogleid^: x"«(a + ax*».. 

^Äxr^..)ni 5Der legte cemptm %actot, x^ zr u gefegt, 

itiirb : ( a 4- a n ' • v . ; + a u» . . . ,)". Sie« ij! aber bie bereif« 

ee|)anberte gomt, für welche jic^ atöSBert^) ^pG + '^pCa^+... 

4- »j)Cii^ bereits ^ergeben l^at Sebem if)m ©Heber. ben 
gactor X"« bevgeßeben,' unb für u jurüdEfubfiituirt x>, fommt 

Ol I n n 

(ax« + ax«7H...4rax«+r^.O"— ®l>Cxn« + 'pCxn«-H/.. 

+ »})Cxii«+r>... tt)o pdf) offenbar im fnbepenbenten 2Cw«bru(! 
8er ßoeffigienten , fo wie berfelbe jxc^ nad^ bcr 3a^I be« 
©IlebeS bejiimmt, tt>etc{)en er angel^oren foU, nid()t« gednbert I)at 

Ünb fo erfd)eint bie crjle SSorfc^rift für bie ?)otenjiirun8 
dneS flefefemafiigen ^otpnomium«, ben ßrponenten ber ju 
beredi^nenben ^etenj af« ganje )9o{itit>e Bßi^i angenommen/ 
bHfi einfach?, 0ic ergibt eine muc gefeferndf ige gorm, wel^e 
in i^rem nicfcdqllen ©liebe eine ^otenj ber S^anpt^xh^c f&H 
beten ©rponent ^crau^Fommt, wenn man ben Grponentrti im 
^nfangegliebe ber ju jjotenjiircnben ©runbform mit bem 
<BtaH ber ttcrlan^Un ^otenj mulö^>lidrt; bie e):})onenteit- 
tcr 9)oteiiien tn ben folgenben ©liebern beobachten Jbiefette 
^ügrgffiDn, tuit btc in ben fwccefpoen ©liebern ber ©runb? 
form. Seber goefftäient ifl benimmt biird^ bie 3a|)t be« ®li<^ 
"^ ' er anget)6ten fott* 2tu« benen ber ©runbform, 
infcice^ 0, i, 2,.**t, aogebeutet; aHe QtfO^U 
m einer Gtöffe Ibilbenb, toeld^e ber ©rab ber ocn 
JWilirunö anzeigt, babe^ fdmmtlic^ ter ^unrnt 
Ipii^t bie B4^I be« t)er{angten (Soefftjienten be^ 
m biefe güimen; mit i^ren ?>ermutation«jablen 
jtfnb^ wirb man ieben. bepfcften erl^H^lteni mtifin 
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)*«« einjefnc ®fieb M 9tefuttat8 , jur inb«}jcnbent«i. Sei 
{Kmmting bringen» 

€§ Ip wo^l nJ4)t übcrfliffig ju fccmerfen; baf man,> um 
mm Gocffijknten ber gefuc^ten ?)otenj ju erjcugcn, allemal 
fo twdc t>on ben erjien (5i>efftäienten ber ju potenjiirenben 
(Bnuibform braucht, aß bieäal^l bc^ giforberten einleiten ^t^ 
tim barauS |)robucte ju bilben imb in einen Snbegrif ju 
fammeln, ,baß aber ber i)ii}^t ßoefffjient ber ©runbform 
mir in einem biefer ^robncte , unb jtpar nu^ einmal alS 

o t t ' 

Jacfor crfc^efnen fanm SSitb (a -j- ax* ♦.. + ^x* ♦. *> 

berechnet, tfl allgemein ber Go^fffjient be8' xttn ©liebe« 'j)C^ 
cnä ben burd^ 0, 1, 2; ♦♦♦. r/,.. angebeuteten ©femenfen 

o 1 2 r ^ 

a.*, a»*;a.*, •..,a*^^ gebilbet 2tber bie niebrig^e 
gorm meiere ''pC enthalt; mn^ in allen ©teilen lauter o, 
bojit in ber.&fetcö r, «nt^roftett; Jbefinnmt alfo ■ * ^ V'* >. =1 

o r 

^f ^ixmuMot^a^l »nb ift;realtjtrt,nj(a)a--*»a. Sn oHeft - 
ite^: €ot#inationSformen fönnen niöft mel^ fammtli#|r 
$iaige Dot bem. legten mit o Befe^ fepn^ unb ba in.ffiini^ 
6mibtmrtmndf04:m.dn fol^g^nber $lag niebrigei; audgef^ ^)iM 
baif^ otö bet t^ar|^gel(^enbje^ fa (ann ftd^ in (einer biefer ubri^ 
gea / m irget^ eioer (Stelle^ r »ieber aI8 Stement einfteBen^ 
loo^cenb fuccefpto nkbrig^rc Elemente fid) einjuftnben, Dl^n# 
7baml)mt, nid|>t \)erfe|)len »erben. ' 

B. moMftdrte inb^tn^ntt Tinfli^nng dea polyttcmtfcl^iti 
He^cfagea. 
Vttf il^nKcIre ^ife n>it eS in elementarif^en fß^tta4ftmu 
i^ Jtf gtfc^ei^en ^jjiegtv fann man anä) l^ier ouf bie Sbce 
gemeine« ^ t^ielt^eilige ®r6|len auf jwe^t^ilige jurutfjuf&l^en 
nvKy «if biefe «fralfm^Rg in betftftigen einjuja^irelte«^ , 
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es fe5 bic gorm a + ax* + ax* .♦♦ -f axj . .. flegeieiT^ 

o . , 

(»obcp l)iet gur JCbfürjung für a fc^Iec^t^^in a gcfcfet i{l) um 
jur ^otcnj 6eS ®rabc5 n, weld^er nun nac^ SBcIiebcit eine 
yofiftec ganjc äal^I fepn mag, crl)obcn gu werben, fo böß jtc^ 
t>a§ JRefuItat in eine, öuf gleid[)e SSSeife fortfc^reitenbe gorm 
'enttpicfetn foH* fSlan begatte il^r 2(nfang6glieb , a, atö erftcrr 
SE^eil, bejeid)ne aber benSnbegriff aller folgenben für ben Äugens 

blitf burd^ ein einfaci()e§ Seieben, ax^ + ax* . .. + axV ♦ . — b^ 
unb man toxxi (a4-b)«ju lberecl()nen böben, wetci()eS burc^y 
unmittelbare 2Cnn)enbung. beS fcinomifd^en Sebrfa^ fogteii^ 

gefc^e^n fann. (a + b)«ära«+»a5a«-ibi+nS5a«^-«b*..-f. 

„g5a«-^b^♦•.+"»a«-»b^.• Sit btn futceffiüen ©fiebern 
biefer Sieibe,. werben bie fucceffiöen ^ptenjen t)o.5 b geforbert^t 
itnb ffe ftnb eS, weld^e nocb einer ferneren ©ntwitflung bes 
burfen, ba jeneS ätiä)m nur einjlweitig; ali ttibintnnQ ber 

12 T 

gä«n a xy + a X* • ♦ • + a X« • ♦ ♦ gebraut^ werben ifr . ÜRa» 
]()at alfo allmdCig aUf ^ctenjen biefer Sonn, t)on ber erften 
M; gu ben fucceffiü l^6^n hinauf, gu bered^tien, iebe mit 
iem DDT ibr #ebinben Factor au§ ber binomifcben Qntxoiritlßn^ 
^vr multi^Iiciren,. unb alte biefe eingelnen Steigen in eiiie 
®umme gufammengugiel^n. 3u ein^r foldj^ SSerecbnung aber- 
ftnb xoiXf iwßä} bie unmittelbar t>OYbtn abgeleiteten Stegd^ 
^oUFommen au^erüflet. 9Benn eine Sorm, wie bie ange^bene^^ 
auf ik ^oteng «ine^ gangen unb pofit\»m @)c))onenten n^m'- 
werben foU, fo bilbet iiä)- eim cä^nli^^ %mi, in betete 
niebrigftem ©liebe bie »!g)au|)tgr6ße; auf ben ®rab ber gefor^ 
berten ^tmi fftbff erj^oben, wiebererfd^int; in berenfolfgeni^eff; 
allmalig bie nad^jiboberen auftreten» £)ie (Soeffigienten ftnb 
Snb^fe ^pn ^mbu^ationdformen, bie ftcb au$ benen ber 
©runbform aK ibwn (Stementen bilben; fie gel)6ren fdmmtlicb 
ber ^laffe, welche burcb ben @rab ber m b^ecbnenben ^oten^ , 
angegebei» i9ir&^ imb ber ©nm^te, wetf^ J^er 6):))onent; ^^ 
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in tebem eU^elfnaf ©Hebe «)(^omnuitben §)oteii^> ^an(>^tttee. 
Sebe elnjctnc gorni muß mit t^rcr aScrfefeunfl^ia^I muBii)Hciil 
»erben* .^em ge^ndp I&ft {tc^ ber ®an^ aUzt biefer ^tmotcE? 
lungen fel^t Uiä)t folgenbermalßien anbauten« 

68 cntfi)ringt 

aus bie Slei^c 

a» a«i 

S . 3 '3 3 



^335 a«7»b' «J8 a»-^» ( ^pC x' . .) 

tinb c8 ijl bic ©limme aKer bicfcr JReil^en , welche baä ©es 
föchte in gefefemafiger ©ejtalt bar|lellen wirb» 

2Cm bec}uemjlen jiel)t man ba§ Slefultat ber ganjen @nts 
»lÄmtg foglei^ in ein aßgemeine^ ©lieb jufammen, inbem 
«an bie grofie auftefrft; au8 tPoT fftr Seiten bet' ßoeffijient 
rtneS bcHeWg gewillten ®Öebe8 j. ®. bis rten, tcelc^e« «^ 
«ilf)atten wirb; in ber jultfet l(^ert)or9e()enben Sorm fepn muffe; 
Stoin gibt ofenbat jcbrt ©lieb ber Mnomifi^en Sleil&e, »om 
öfen na(^ bem anfSngli^^en an, bi§ jum rtm Ij^inauf, wen» 
wo« in il&m . f&r b feinen fSktii) feftt, «nb eö attbanri 
entwitfcH; einen S^eil, weicht in x' muftipttiirt feijn wirb; 
man barf alfo, t>orau§9efefef, baf h irgenb eine ganje Ba\)l, 
Reiner aK r bebeutet; behaupten trnß ber hu unter ben* ^i)iU 
Im, »eld^ f« icnc ?>otenj ber S^cmptffthf^ muItipKcirt weri 
ben muffen, aus bem hten ©liebe ber binomifd^en Steige,, 
inbem e§ fid) entwitfelt, unb baSjenige ©lieb biefer ©ntwitflung, 
»eI4)eä in eben bicfe |)oten} ber ^auptgrofle multiplicirt iji,; 
^gibt, genommen werben mfiffe. 9lun i|l ba§ hu ©lieb 

h h i 2 

ber binomif(3^en Steige ^S8 a«-J» b^ zz «85 s»"~^ (ax^ + ax» . , . )h, 

1 2 

tinb wenn öon (ax-t:ax**»O^M Öß**^ ^^4 W^- 
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• H 
wetfn X» wit^mmt, fo ijl rt ^)K3x'» Wtan uerfe^ e« mit 

rem %^ctot, wtitl^x in bet Ibinomifd^en SHei^t neben ber 

^tt ent»i*dnbeR^otenj,tlel)t, unb man "^at ben hten ZfyAl 

von benen, tt)elcl[)e nadj) wttertbeter SRe^nnng ^u x jel^Sren 

lOerben/ ba6 l^eißt^ ben hten S^eil be* ganjen ßoefftitenten 

h h • , 

von x^r:'^äBa«'-i»})^C* ÜRon brauc|)t in biefem bejlin^ten 

2tuSbnicfe nur fu? h atlmdHg aK.e SBertl^e, von i an biö r ^in^ 
jü fefecn , um äße SEl^eife ju tr^altcn ; woraus pc^ ber gefot; 
berte ßoeffijient beä iteti ®Kebe6 erjeugen -wirb*. 68 p^zgt 
baS 3eici&en ^ »or. einen an^ unbejlimn^to^ 3ai()Ien gebifbeten 
•7fü§brudf gefefet; anjubeuten, baf für eine jener 3al()teri aBmdlig 
Juccefpoe ganje Sal&fen fubjlituirt, unb bie^barauS j)en)orge]^ens 
ben ftjecieffen SEBert^e in eine Summe* jüfammengejogen 
werben follen. 251e unbcjimimte B(i% xodö)t ficb fpecialifiren 
foD; })flegt jur ©eite baneben, unb unter i()r bie crjte u«^ 
lejte ber gangen fucccjfiben 3al&Ien gefefet ju werben, in welche 

ii ' 
ffe ^ä) aamdiig. t)emanbe(n foU; fo baf }*.S*l tS 

ybmUt, d^i feQ in einem ^uSbrudEe ^r h j^Km^ jebt 
ffm^ ä(i^l vm i an, bi8 r Ij^tnauf^ itrcrufik>e/ $tW, uv» 
aJk feine barauft ^ertn^gel^enben bepimmten SBertl^e in eine 
0umme gefafit werben« ^m^ S^Üft btefeS 3eicl^en iontt 
M aligemeine ©efeg be§ ))ol9nomifi^ett @a^e8. in f^fgtnbc 
9emie( jufammengeiogen werbem 

2>i? ©rSße (a+ ax^ +ax* .♦.♦ -j-ax^^^O^ «»twIrfiÖ 
fkf^^ wa$ äm^ ber Sict^onent fe^n mige, in ein« na^^ §>oten^ 
Jen Von x fortfc^reitenbe Sorm^ von Wili)n, t?otau«gefe|t 

12 3 

ba^ bie nad^folgenben Soefftjienten ber (Srunbform, a, a, a*** 
als wieberl[)oIbare eiemente ; bie borauS gebilbeten Soms 
pUxionm aB |>robucte auS biefen Sfementen; t^r Snbe^ 
griff Oi Qnmmz angefel^en witb , allgemein bat rte ©lieb 

h h h 

(i 4 4.1. rSrntfl^-'^^C) x«- feijtt wjrbt 
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& ftnnmt affo ; U^ wirffid^cr Slec^nung no^ bfefer gor» 
ml, He ^auptfac^e barauf an, aOe Gombtnatiön^formen, 
»df^ fccr nemlic^en Sumnte an8e^6rcn, (t)cnn r bleibt, immct 
bi^firf^e, fo lange ber (Soeffijlent tinc6 bcjlimmten ©liebe* 
bered)net wirb) für alle möglichen Sfaffeh (bcnn h nimt aümii 
lig afife SBertl^c t?on i bi^ r an) DDlIjlanbig ju entwerfen» 
68 bebarf ju biefer.2(b)Tc^t feiner anbern JRegefn; aU ber fcf)on 
im 83orl)ergel^enben tjorgefommenen, burc^ beren .^ulfe fi'c^ 
ollmdlig für jebe 6laffe, \>on ber erften m, biS ju ber l^mien 
^mauf, bie ber gcforberten ©umme gef)6rigen gormen 'finben 
laffen* 25a 'e6 inbeffen nic^t notl^wenbig fji, tk aritbmogra* 
pl^ifd^e £)rbnung ju beobachten > fonbern ^ier in ber ßntwicf^ 
fung ber gormen eben fo gut bic lej:icograj)bifcf)e gebraud&t 
»erben barf, fo fonnte in het^\)at eine SÄenge öon t)erfc(?ie* 
benen combinatorif^en Siegeln für bie geforberte Operation 
gegeben »erben, wenn c§ fic^ überall für bie Swecfe ber 
^toargfiä ber 9R&^e ioerlol[>nte *)♦ . 



*) 5Jfrttiftflt fi(^1n ber ^ati m'djt Hoß be{ ben netteren 58erttbeitimöeh 

'Uf €ombtnatum^kt^rr/ fonbern fc^^ ftübetr mit ntMc^iep CXegel« 

für bte ^iitmng. aller (l^mbimtiomfotmeni hie in einer beiHmmte^ 

€iimme gebiren , befdjdfttgt. 2^ie nteifren Mcfer Sfi^öefit fTnb com? 

Wnatoi-ifd) t:ecumi*enb/ ober inxjolutorifd); man finbet j. ^. 

umb^t ibrer au^ «aen gormcn , bie einer gen^iffen ©nmme ange« 

biren, burcb fBorfegen neuer (^le|itenter «nb 2{tidtatir(ben auberer, 

biejenigen »oajldnbig, weld^e gur ndcbftboberen 6umme geretbnrt 

»erben müffem 3n einer umfajfenben tbeoretifcben 3)arftettung ber 

' tefnen €ombiifation^lebte mögen fofc^e Üntetfucbnngen tbren SBertb 

> »oben, für hk »Irflt^be.fRecbniingen beft^en fre if)n nl(bt, tmb man 

. f<beint bepnabe »ergeifen 5« baben^ li((^ imfrc 8ttcbfla^en = 5(M^bröcfe 

nur 5rnbeutungen t)on 9le*n«ngen finb, itnb bdf SXeciirftonen unter 

fp(<ben ainbeutungen,, bfe nic^t mit (Kecurfionen ber bimcb (te bereis 

mten beflimmten ^aljlm snf«mmenfal(en, für bie 2(na(pfi!5 al5 febr 

amnü^' betracbtet merben müfTen. 5Sai>^n elnjefne« formen, au6 

berert Inbegriff tin gewiifer ^oefn^ient ern)a<bfert- ifl, aufgenommen 

ober jwgefügt njerben mü^te, bamit ftatt feiner ber ndcbAfoIgenbc 

€oeffijient s«m 5St)rf*ein fdme, lu ivijfen, erleicbtert bk roirfdcbe 

!Bere(bnnnd febr n^enig; e^ n^ürbe fafi imertrdgKcb fepn, mün -bep 
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@fnb bie efniefnen SombtnatienSfotincn entwicfcK-, fo 
t)erfe^)c man jcbc von i^ncn mit fccr i^r gcb%cnt>cn |>?i^ 
mutattonSjal^I^ realifire tiefe ^yobucte au^ im gegebenen 
Elementen, unb abbite jund^iji nur bieienigen, welche ju ber 
nemlicl()en ßlaffe geboren ; in eine Summe jufammen* 25enn 
ber Snbeflriff biefer gormen befommt einen gemeinfc^aftli^en 
%attox, aw6 einer bejiimmten |)Dtenj t>om Änfana^gricbe ber 
gegebenen ©runbform, unb einem SSinomialcocffijienten befien 
SJang unb Sa^t gleidS)faaö t)orgefc^rieben iji; burc^ WultiplU 
cation erjeugt eben barum ijl e§, wenn ein einjelne6 ®Ueb 
toon ber |)otenj eineS ^olpnomiumS geforbert »erben folIte> 
Immer om bequemftcn, bie 6ombination§formen in feiner an* 
bern afö ber arit]S)mogro})^ifd&en ßrbnung ju entmidfeln* ©ie 
übrigen? bep ber SBerecbnung ju beobac|)tenbe Ürbnungr 
finbet [xä) t)on felbft au^ ber ©ruhbformeL 

25er 3tu^brucf beS gan5en ®efefee§ t>erejnfa4)t ftc^ tio^ 
etwa? , wenn m<m , n?aa mit einer leidsten ÜRobificatipn be? 
tmnttid^" immer gef^^e^en f^nn, baS 3Cnfang?glieb ber ®ninb5 
form 1 fe^n laßt. S)enn aBbonn fonnen bie ^otenjen be? 
3(nf<mg?giiebe? aUmti^albm^ wo fie atö gactoren t)orfommen, 
weggelaffen werben; e? wirb alfo tjpn ber Sieilf^e, mld)c au« 

l 2 T 

(1 -f ax^ + ax«. . . + ax'. . .)ri cntfpringt, baS rte ©lieb 

h h h ' 

fe^n :(!.♦♦♦ rS'^Sä 'J)C) x^ 



»itHic^er qjctenjtiruwg einer gegeBencn ^cxm, wie »ob ben fuccef- 
ftven ©liebern be^mefttrtat^ auf blefem SBege beregnet loerben 
foüten. 3)ie Wö^re, J&rrtii*bare, analptifcfee {Kccurfion ^m allemal 
eine flUegel^ «m att^ jben ^JOÖiHnbigen ©ertben froher bes 
re^neter eoeffi^ienten ^ aümalfg jeben na^folgenben ju ffnbem 
Unb ba^xi tann, «jenigilen^ für ben Jatt beö polpnomifcbett gebr^ 
fa«eö, feine jener Wcf combinatorifcben (Kegeln bebtKflftc^ fe^n. 
^b#en^ bai wo e? boronf anfame, ^r, mehrere. ber fncceffwen 
, eoefftiienten' bfe einselnen ^ubucte,' au^ beten ^ufammenfajfett 
fi'e ftc^ hüben folTen^ aniubeuten, ftnnen ffe mit ^u^en ge^ 
btaucbt fverbem 
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aSiff man l^fttgegert bic ®ejiatt ter ©runbferm fo motu 
tttn, baß We ejT)onentcn in if)x überhaupt nur eine ant^me« 
Hfc^e ?>rogTefjton bitben, fo f)at bieö auf unfre erjle Sormef, 
wa§ bie Socfftiientep betrifft; feinen (Sinflufl. 2>cnn man 

fann ffatt (a^^ + axM-> + axH-2J • ♦ • O"* f^fe^» 

1 2 

(ifti (a 4- a x^ + a x2J ^ . , .)«* ©euf et man in ber einge« 
ftammerten ®r6ßc x> augenbKrf ßc^ burc^ u an ; fo wirb fie 

1 2 

(a-f au'+au*..*)n, unfre 2Cnfang8 betrachtete gorm, beren 

h, h h 

«e*@iieb (l**;rr(nä8a«-J»rpC)uT tjl. ©efet man in il)t 
für n feinen SBettl) jurücf, fo. erhalt man jlatt u^, x«-»'; 
fittgt man ben t)or()in abgefonbetten gactor x/su »ieber be9j 
fo ergibt 'fiö) iai ttt ©rieb ber ^fei^e^ woburc^ \id) 

1 h h h 

(ax^+ axH-^ . .)^ entwirf eft, =r l •% • r 2 («35 a«-i> '|>C)x<5n+ri, 

toobe^ bie Kombinationen au§ a * ., a , • « erjeugt werben, alfo 
We0iegel ffir bie JBered^nung be8 6oeffi5'ienten ganj bie do« 
tige bleibt' Wtan ^at nur in JCbjic^t auf bie ^otenjen, bf«' 
in ben einjernen ©liebem t)orfommen, ju bemetfen, baß'fi« 
nai) berfelben ^rogreffion, wie bie ber ©runbform fortfc^rei« 
ten, unb ber be§ 2Cnfang§gtiebeS gefunben wirb, wenn man 
ben, welcl^en bie ©runbform im 2CnfangögIiebe fu^rt| mit 
im ©rabe ber ^otenj muiti})Kcirt, worauf bie ©runbform 
felbji erhoben werben foH» 

Wlan f)atU fibrigenS biefe jwe^te mobificirte Formel ber 
Doteniiintng nixi) foglei^^ combinatorifc^ aui bier erfien, ixx* 
fpr&nglic^en ableiten fonnen, wenn man in bem 2Cu§brurfe, 
welken bie Untere für ben ßoeffijienten be§ rt<n ©liebet bar» 

» o . J 2 

Hetet^ ^|>C, gebilbet a\i^ ben ßfementen' a/., a»^, a.., fo 
»ieie Unterabt^eilungen gemacht f)&ttt, aü in tt)x gormen 
ßegen, bie ftc^ buxä) Derf4)iebene SKmge ber barin cnt^aU 

S2 
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tenen ©lentente »on ber 2trt a t>on cinantct untcrfc^eibeii 
taffem ®ne fctc^c ^(Mcitung würbe fcibjl turjer alS bte 
tjorigc geworben fepn* 2fber bicfe, \)at ben fiSorjug , baß il^re 
©ultigfeit foweit reid&t, al§ bie be§ bincjnif4)en ®a^&, fo 
^af, wenn bie gorntel für (• + b)n au6^ bann aultig fcpn 
fottte, wenn n feine flanje, pofttiioe 3a^I ijl; bie barauf g^j 

1 r * • 

gtunbete ffir (a + ax* • ♦♦ + ax^.».)" ^ben fo weit juldffig 
fepn wirb. 

n. Recurricen^e lEntwicfluttg ^es polyitomifc^en ©agee. 
A. abgeleitet au» der tnDepenDemett 23e(ltmtttutts. 

®er crjte J^auptt^eil t}on.ben SBetra^tungen , welcf)e bie 
JBered^nung beliebiget ^otenjen cincä .einfachen, gcfefemafigen 
^olt)nomium§ betreffen, ber inDepenöewten SSeflimmung jebeS 
ßoeffijicnten in ber ft^ babep entwitfelnben gorm gewibmrt, 
t|i in ber tjor^crgel&enben Ttble'itung entsaften. Aber fowoy 
bie SSoUildnbigfcit ber SEl)eorie, alä bie S3cqucmlid^f eit ber 
wirHic^en S3?re4^nung, »erlangt no^ eine recutrirenöe SSe^ 
fttmmung, bie un8 in ben ©tanb fefet, üu^ fcl)on befanftten 
5Bertl&en frul&erer ©lieber in eben berfelben, iebeä nadbfolgente 
abjuleifen. 9(Öir wollen fuc^en \>on iencr erpen ju biefer legten 
biw Uebergang ju finben. 

5(18 in bet ßel&re tjon ber Siüifion ffir ben öuotfenftn 

j j ber ÜBert^ gcfud&t würbe, «r^ießen 

(l — a^ — ax*..-axr,.) 

»it juerfl, ben Quotienten tnxd) A + Ax -|- Ax* • . ♦ + Axv . , ♦ 

t ir— 1 2rf*-Ä, 

önbeutenb, bie 9Jecurfton6formel A n a A -{- a A •♦ w 

lir-k » o „ 

-f aA .'..♦^ a A» ©arauS leiteten wir nac^l^er bie inbe^ 

h h r 

^^enbente Si^ü ah, welche furj ^tö) i vi;(p^C)zzA 

angebeutet warben taxm* 
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1 

©egenwdrtig 1)aUn »ir, wenn bie aui (a + ax' -f 

i r Ol 

^z*4»*»+ ax'».»)n cntfpringcnbe JRci^e burd^ A+Ax + 
A x*^ ♦ ♦ ♦ + A xr . , , tej^id^net wirb, für A ben tnbei)enbeiUeii 

h h li 

^Bkrt^ l-**»r2(«a5a«-;^})^C), unb fragen rüdfwdrtS nad^ 
eftier 8lccurpon6formcl; woraus er cntfrringen fonnlc/ 

6S ip offenbar eine grofe 3te()nnd;fcit jwifc^cn bem legten / 
i^bqiieiibenten tJCuöbru^^ ^nb jienem be9 bcr S)toifton betradi)^ 

h 

tetem .SB«re ber gactor »^a«-^ nid)t in blefent; baS |)eifit, 
(bllten bic jjermutirten GombinafionSformen nid()t mit einem 
IKhoi^iqUoeffiiienten ber geforberten ^oten^, beffen 3abl ifiit^ 
Gloffe beflimmt, unb einer gleichfalls bai^on abbdngenben 
|)otenj beS erfien ßoeffiiienten ber ©runbform multii)licirt 
iwrben> fo fiele er mit jenem »Slltg jufammen, unb eS würbe 
^kt bie t)onge StecurftonSformel 

T 1 r— 1 k r—H t o 

A~aA«,»*4"*'A.».* + aA • 

gfei^^allS gültig fepm 2)a^er ijt bie grage gewiß fel&r natfirli^i: 

((Ate nid^t, ba ein in ber ®r50e, bte ie|t burc^ A be^eid^ntt 

h 

wirb, t>or]()anbener gactor "äßa«-^ baS Ginjige i% wclc^ief 
t)er|)inbert^ \iä) jü il^rer rei^urrirenben ^e^immung iener gormel 
ju bebienen/ baburc^, bap in berfelben ieber ber tjorbergebenben 
®r5fctt im IRe'currirert ein eigner gactor beigegeben wurbe^ 
mit äBcpbeböltuna ber-fibrjgen gormel, baS ©efu^e- geleipet 

»erben fonnen, mitbin, wenn unter f, f, f, ..♦ fold^e, noä^ 
imbeftimmte gattoren ju t)erfte|)en wären, vermöge einer 
Sormel wie; ^ , 

» 1 ir-l 2 2r-2 k kr-k »f P 

Ar:faA+ TaA^^^^ faA,»^» :^ ^ ^^ 
W Me ^tik^WQ unter ben fucceffit»en ßoe^aientjen iwt^ü^ 
Uö loffen? 
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9le^mcn tt)ir baS affgemeinc <3^^ma öUer Sormcn, n)d<i^e 

r 

bem tnbcjjenbentcn ©cfcfec gemäß A tnt^altm mu$, Dorauis 
g^fcfet, baf k jcbcS ©lieb bcr naturlid()en Sa^fcnrcil&c bebcute, 
bic 3eicl)cn «^ ß, • • • öDgcmein j?r, beliebig jit wd|^^nbe 
ganje 3alf)Ien, unb baß man fte iebeSmal fo be'fHmmc, baß 
a + ß ♦^. . . -J- jrr + ♦• . allgemein IJ(7f) bie ©ummc m aui-^ 
machen, jugteidö aber !♦ a + 2*/* . ♦.♦ + k. tt + ••♦, firj« 

12 k 

2'(kjr)r:r betrage, fo wirb (a)« (a)/^ ..^♦(a)* •. • bie aHge^ 

meine ,2tnbeutung aller gormen ber nlten 6lqffe, bie in A 
»orfcmmen, in 3(bft^t auf bie'eiemente/ woraus fie fic^) bilbcn, 
öbgebem 2)a6e9 ijl für «//$,...• tt, feljbjl ber SBertl^ o n\ä)t 

k . k 

miögefd^loffen, tJorauSgefel^t baß (a)o bebeuf«; b0§ ßtemcnt a 

foJtte in ber gorm gar ni^t tjorfommen, unb m^ i^rer ün- 
beutung ganj »egfallenv 

Unter biefer 83orau«fefeung, wo alfo für «, /?♦.. yr ♦.. nur 
teeße äal&len lierüortreten, wirb bie be95ufugenbe ^ermutdtion^i 

fobalb «,/?,♦♦•. iTF;**** gewallt werben finb* ©ie maß 
Hv Äürjc wegen N Ifieißen. 2(ußer {^r gibt ba§ inbej^enbentc 
®efefe aßen formen ber ßlaffe m, nDcl(> ^ben unwanbelbaren 

gactor ^äSBa«-«, fo baß alfo, wenn ber Äurje wegen 

(a)« »(a) /}.,♦• (a)T,^. — Egefefet wirb, alle in A enthaltene 

nt 

Sormen ber mten ßiaffe bur^ »äB .a^-^.N.E angebeutef 
werben tonnen* ^ 

ia^t man au8 bjem eiementeninbegriff E— (a) « ♦ (a) /^ , (ay * . 

k 1 

efn eiement, allgemein a, einmal weg, fo wirb er (a)*» 

2 . k 

(a) ^ . ,\ (a) T ~ 1 ^ . . ^ gebort je^t ber in — iten ßiaffe , unb 
einer Summe, /bic r — k betragt, wil^renb fie t)orl()er bet 
inien Pfaffe, unb Ist ^utnmi r angeli)5rte, unb ifl jelt 
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tl^emeine Znieutntid aUtt %oxmm ttefev Tfxt* dt ^etfie D^ 

k 

m ofenbar a.DziE« 

T-k 

9lun aber cntbalt A , öKe formen jur ©ummc r — k, 
oljo aud^ bje ber. (m— i)teit ßlaffc, angebeutet imä) unfer 

r — k 

D;- 3(ber fo fem fie in A li^en, ffib^en fie.bie 9>ermutation^ 
-, 1-2 ♦.♦.(m — 1) _ jtN , ,^ 

refete 2CuSbru(f fclbfi für yr z: o ricbtig ifi) «nb bcn gactor 
,^ aa-(«— Dbep ficb/ fo^baf "aS^a^-C"*-*) D i^re 

olgemeine ^nbeutung t{f, fo fern fte tu A t>or(ommen. <Sf 
ottflebt nun bie Srage^ ob man nicbt aUe formen ber mten 

Qlaffe, bie in A liegen, gu fammt bem ibnen bort gebü^en< 
toi Sactor erbaWen fonnte, »enn man. bie ber (m-r-l)tm 

1 2 r-k r— 1 

Qoffe, wel(be in A, A.»»*A.*,»A t)orfommen, mit ben 

T— 1 r-2 X k 1 

GEcmenten a , a ,•««« a.«« a, fo baf iebeönial bie Snbice$ 
ket bepbcn jufammengefleßten gactoren ; be« einen toon ber 
Ät a^ beS anbcm* t)on ber 3Crt A, jufammen r au^macben, 
bmcn ito gleicber jDrbnung nodb getoiffe anbcnoeitig bepjuge^ 

r-l r-2 - k 

benbe ^aetoteu; i , f .♦♦. f.. jujugcbenioÄr^n, mufti^ticirte» 

k 

3b Seidf^en, man fragte ob nicbt ein 2Cu&brucf fir-f (k\ii}iyii 
mittein fepn modf^te, ber bewö^rfte; baf; wofern man 

■-t 7F N k k 

"B.a^— (m-0 .-^— . f^a^D nÄ^me unb barin für k unbjrr 

ttEe SBertbe, bie ber 2tnfa^ t>on D bebingt, an bie Stelle 
fefete |>a§ \t\%i dSx^ bie Z(ji)n\x\ unb ^(k:n) — x ju^ 
^fi\i bcniad[> aber |ie alle in eine ©umme jufammeniSge, 

oBbann ««♦ aa-^^N.E beraufittme.. 
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I 

ibtt aUgemelne XuSbrucf aUct in btefe Summe ju briiu 

k f 

genben ©lieber ^at, in i^m patt a.D gefefet ~ E, bie un^ 
wanbelbaren gactoren "S5 . a«^-c»-»J — .E. ©rucft mau beu 

m 

getpunfc^fen SÖJert^ bet ©umme »SB . a"-«.N* E, [»eiffut 
'"IB üefeftt werben barf «äö. ll^ilJ, burc^ »iB.^^-^*"*> , 

^"^ . f^r^^V — : öu§^ fo fttibef fi^ barin berfelbe gactor. 

SBenn aber alle ai^eile im Änfafe einer ©umme einen 
gemeinfc!()aftli(i^en ttnn)anbe(6aren gactor ful^ren, Uitb bie 
©umme felbfl ben nemllc^^en in ftc^ tragt, fo muf biefet 
3fnfag bcf elSin, n>enn fener gactor bepberfeitig weggelaffen wirb» 

®efdf^ie]&t biep ober, fo bleibt auf ber einen ©eite bloß 

fr.f; mit ber gorberung, bap barin ffirkunb n aUe SBert^e; 
wett^e bie SBebingung be^ anfingliclicn 2fnfa^c6 i^cftatict^ ge^ 
fe|t unb biefe ?)robucte jufammengered&net werben foUeU; auf 

ber anbem aber, als gcforberte ©umme, ( — -7 ) luru^^ 

S>ie ©umrne ber ^robucte au^ 99 in f, b0rauDge|e^,.,bdf 
n unb l. aUe m'6glic|)en 2ufammenge][)origen Pert^e ann# 

tuen, foU elgenttidl brejj Sbcile — , — ^- — berw)*tingjmf 

a a a 

k 

®o mu^ ter gactor f bre^tl^eilig r: s + 1 + v fe^n» ©ein 

erper S^eil (oU ,2{ni) rr — geben; e§ muß alfo, szz- — 

a . , . -^ , la 

fe^n, ba angenommen ifi, baS SCnli) — t, mtljin 

2Q—^)ima n, t, H, feile ©ropen Pub =— 2{i^n) 

^ n 1 . 

z: — ♦ r r: — ©ein jwe^ter SEI^eil t muß zz — \t^n, 
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Ml j:(n) = mx%dl\o2:( )— fcpn toixi. ©ein 

tritfer SS^eil enbli^. v, muß — fc^)n^ weil 2 f~ / ^^ 

r t 

obigen Xnnal&mc jufolgc — r: — geben muf ♦ @o ifl alfo 

f^ 8 + t + v— H = ( -^), 

ra ,a ra n ra / 

offenbat eine ©rofe, W (ebiglid^ t)on n, r unb k abfangt 

& ifl befonberS n)idl^tig ju bemerfen/ bag in bem 2(udbru({ 

k 

»on f burc^au^ m6)ti .\>dn m, bem ©rabe ber Slaffe^ tpojü 

X 

Me gornien, weld[)e au8 A ^erDorgel^oben waren , ge^Sten 

i&fften, »w^ommt, ba^ et alfo ffir aUc Glaffen bie A entj^alt^ 

baS l^eigt für ba§ gan5e A^ burdS)auS ber , nemli^c bleibt 
ä)at SäU luini \ä}mt in ber Z^at eine 3Cu6nal^e t>on bev 

9teg.el itt ma(]^en* <S$ gibt in A nur eine ^orm t)on ber 

erfien 6{afe, jie 4(1 nad^ bem inbepenbenfen ©efefee nan-».a* 
Itfer fann an jiiebrigere ßlaffen, an ein SSorfefeen t>on ßle^ 
mettten, um fte j^r mun 6(affe ju erbeben ; tt* f. xo. gar 
ni(^ gebaclij »erben* Kirnt man inbeffen in ijSlliger ^ar^ 
monie mit ber cbigen Siegel/ alS le^teS @Iieb berfelben 

— ^^— r:natt-i»a öuf; fo ijl audE> tiefe ©d^wierigf eit 
ra 

be(?itigt unb eS fommt baburd()/ waS A ))on ber erßen Slaffe 

f-l »-.2 T 

enthalt / unb wa$ au§ A, A,..A, burc|) SSorfe^en be§ 6Ie^ 

mentS a unb cineS anbenpeitigen SactorS f ni(^t erl^altetv 
loet^en fpnnte, weil e§^ wel^eS ftnn(o$ fe^n wärbe, ber 
Otni klaffe J^dtte angel^oren muffen / in ber Sb^t in ben %\xi^ 

brud D^n A t)inein/ t)5Kig ^ufammenflimmenb mit ber on^ 
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bcrwcitig be!annfctt JBebetltwng Don A. Unb fo ergibt c^ ftc^^, 
baß allcrbmgS eine SJccurflonöformct t)on ber ©ejlalt moglldS) 
ip, Wie fie oben angenommen »an 3eber bet tjorljergcj^cn^ 

f— 1 T— k o 

ben ßoefpjientett ; A,... A,^.. A, muß avt^et bem QU- 
mtnt, weld^eä feine 3ö^I 2« ber be§ gefuclj)ten erganjt, ^ 
mit einen eigenen Factor muHtplicirt n?erbem 2Cber bie 9^^ 
biefer gactoren ijl nid^t , wie bep ber mfaäfm Slecurfion beS 
©iüibiren^, unabänberli(|) benimmt, fo baf ibre ®r6fc nnb 
golgc bie nemlid^e bliebe, man m6ge einen niebrigeren, ober 
einen ijhl^mn Soeffijienten beftimmen wollen* ©onb^rn ein 
jcber t}on ibnen nimt einen neuen SQBert^ an, unb muf 
fiefonber^ wieber berechnet werben, fo wie man jur SStxtä)^ 
nung eines neuen na^ft^ol&eren ßoefpjienten fortfdjreiten wifl. 

Sie6 erbeHet augenblidElidJ), wenn wir in bie angenommene 

k ^ 

Slecurjtongformel für f feinen ^efunbenen, SBert^ in bie ©teile 
feften» Sie wirb aföbann : 

IT-I k r-k r 

J (n — r-^l)aA. , (kn — r + k)a.A.^. , rnaA 

Azz ■' ^H , 

ra ra ra ' 

crtebigt fibrigenS in biefer (Seftalt ben äwecf ber 3Cufgabe 

t)ollfommen» 

B. 2teciirrirettDe timwiältxns öe» polynomifc^en' S«?«« 
ot>ne X)orau6feeung einer tnöepen^enten* 

ß§ mag , be^ ber . großen SSBicbtigf eit einer recurrirenben 
Äuflofung beS ipol^nomifcben £ebrfa^eS ^z^atut fepn, bie 
5tblcitung berfelben nod^ auf einerfi anbcrn 2Begc ju geben, 
ux\t) ftcb babe^ jum erjten SRale einer SRet^obe ju bcbienen, 
welche für alle recurrirenbe SSejiimmungen "^b^tvcf %vt bie 
frudjtfcarfte unb am weiteren greifeiibe genannt werben barf» 

25rt§ ßj^aractcriftifcl^e biefer SRetbobe beflcbt in golgenbem: 
SEenn mai^ inxä) birecte SSctra^tungen f(^on bie Ueberjeu^ 
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i^6 gmonnen 1)<it/ ic^ dn befKmmtef, auS dnet ^aupu 
grife i: gebilbeter, compikirter ^tiSbrucf fiä) imd) eine nad^ 
|H)tenjen teS x fortf^r^itenbe Sorm^ imn QxpomnUn eine 
befannte unb genau t}or8efd^mbenc ^rogrcfjton bilben^ bereit 
Qß^iimUn aber nod(^ ntdl^t au^gemittelt ft'nb^ unfe^Ibai; 

tt enhpidfetn (äffen, fo fel^t man afö SBert^ M 2(u&bru(fö 
nad^ ^otenjen t)on x unter jener @)c))onenten^9rogref{ton 
fcuftdelimbt %oxm, mit fin^irtcn ßoeffijienten , torliufi'g an*^ 
iBa bic ^nptsth^e x »Sllig unbeflimmt, unb jebe§ 2Bertl&* 
M^ig ift# fo fann man {te aud^ fo anhefimen, afö tomn jie^ 
burc^ dnen unbejljmmten $uvoaä)^^ in einen neuen Suftanb 
ifcergeflanfien wäre, fiatt x j. (S. x+z fubjiituirenb^ @o. 
tmmt auf bepben ©cifen, in bie ^ier »ie bort geforberten, 
Sted^nungen^ eine ^ept^eili^e ®xh^e, unb baS, toai au^ if)t 
bere^inet werben foU^ »irb einer ferneren ©«twitf/ung fdlf^ig*.. 
SBei) biefer fann man im neuen SvLXoaci)^ z, fobalb man 
»iK; aß regierenbe SQaüptQvh^t anfel^n, uftb bertangen/ baf 
auf bepben ©dten burdi^ Sormen, bie nad) ^otenjen \>on il&r 
fojtflelin, bie entwidflungen gemad^t werben follen, »efdS^e, 
unter ber SBorauSfeifeung be§ anfdnglid()cn ?(nfifli^e§, t)on felbft 
ibentif4) fepn mufiien*.. SBerfolgt man biefe Sbentüdt burdij^ 
!ikiä)\)o^t ©lieber auf bepben' Reiten ; fo wirb in ber Siegel 
fd^on bie Sbentitdt ber erften nac|)forgenben ©lieber, b* f). 
beren bie. 2^ entsaften, Segie^ungen ergeben, woburc^y bic 
ßngirten ©roßen beS anfdnglid^n 3fnfa^e8 jur recurrirenben 
Seflimmung gelangen., Sn einem befonberen 2Cbf4)nitte ber 
Jtnalpfiö, welc|)er bie 2tenberungen aller aui einer SQaupU 
größe X auf irgenb eine 2frt gebilbcten 2CuöbrüdEe, fall^ fie 
felbfi einen unbejtimmten 3ufa^ erhalten foQten, au§ biefem 
bered^nen lel^rt, b^r fogenanntenJDiffereMsen^ ober ^Jncretnens 
ten * Rechnung erijidtt biefe 9Wetl[)obe allgemeine Siegeln, Äunfis 
Ö)ra^e unb IBejdd^nung, beren e8 ^ier nod& nic^t bebarf *)• 

•) ©iefe Wet^obe frtttn nitt bann mit 6i*itbeit gcbraitd^t werben, 
tvenn man nid^t allein bur<^ vorandegangene Unterfud^ung ibetha^ 
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'£{e Xttt^abe, ein ^ot^nomium otif iebe 9>i>teti) cinti ganseii 
ttnb yofttt^en (üxpomnUn n gu ergeben, btitdftiSt, »eim man 
^öf aud) nur on bie me^H^nifc^e Siegel beö gemeinen ^xätiplU 
cifenS \)iU, gu benv 3tnfafe: 

• (a4-ax4-ax*...+ax^0'' = A + Ax*4-Ax**.+Ax»... 
2)a für X in bemfelben gefcfet werben fann, xoa^ man Mi, 
fo barf man ^att x fubftituircu x -|- z, unter z eine beli J^e 
®r6fie t>erftanben. Sn bem Stcfultat 

(« + a(x + 2) +a (X + 2)»...+ a (x + 2)'..0«=:A + 

1 t 

A (x + 2) ♦ . . 4- A (x + z)» ♦ • • wirb man auf bepben ©eitcn 

feie geforberten ^otenjen t>on x + z naö) bem binomifi^en 

gel;rfa^e cntwidfefn , unb bie formen , wel^c baburd^ entjlebn, 

fo jufammenfaffen {^nnen, bafi {te nac^ ^otengen wn z 

fortfcbreiten. 

©0 wurbc^fn ber biffeitigen, unter bem Seid&en ber ?)o^ 
. tenjiirung jiefyenben gorm, bie ©umme aUer SCnfangSglieber 
öuS ben binomifd^en entwidlungen ba8 SSotalglieb geben^ 
»elcbed gar fein z enthielte, alfo 

o 1 2 r 

a+ax + ax*..* + äx'f..r:Pfepn würbe* 

' Vuf gleite 3Crt muptt bie ©umme aller erften nad^fol^ett^^ 
km ®(ieber au^ jenen binomifc^en @ptwi(f(ungen 2(IIe$ in z 

multipUcirfe, mitt)in (a4-2ax*..4-rax»-i4-.**).2=Q*2 

|)crvorbringen, unb auf biefelbe SBeife liefen fic^ bie fofgenben 

^ ©lieber beö cntwidEelt umg^eftatteten 2Cu6brutfS erl^atten, ber 



ju gntivicfefnbe geimf {(l, baß e^ |ic& bur* eine gejeMfifl^ 
®tu«bform mWhat mÄffe barjleaen lajfen/ fonbern «u* auf 
gleichem SDege bie ^rponenten ber q)otciyen/ weic^ in ben faccefifc 
»en Oliebern iener ©runbfotm auftreten ntöffen fdmmtlid) be- 
ftimmt flnjugeben vemög. Snt öefletitbeiliöen ^affe ift bie ®efajt 
vetge^itc^r Arbeit, ttnb falfc^r ober n^iberftnniger (Hefuftate 
i^ovbanben. 
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Oöf Wefcra ffiege, bfe ?form (P + Qz + ftz?,».)" ^«8«» 
Rommcn ^aben wärbe« 

Sn gleichem @{nne würbe bct j^nfeitige 3Cu5bmd eine 
Umformung ßejiattcn, «nb, wofern man: 

inxd) ?> + £lz+9i^* + .... (mSgebrucft werben fonnem * 
3Ran wdre alfo berc^tigt: 

(P + Q2+R2*--0'^ = ^+ a^^+Siz»-.. ju fefecm 
fö mu^fe alfO; wenn p^ ber Wffcitige 3(u§brucJ m^ ber 
tirfl)rungIidS)en Siegel beä })ofpnomif^en ©afeed entwictett, 
fein 2tnföng§glieb f^ bem jenfcittgen 2Cnfang6gficbe ?) iben- . 
tifc^ fepn, wie i8 In ber Xi)at, ^aft beä anfanglicljcn Um 
faöe§; t)on fclbjl ber gatt ijL 

- 3fuf gfeid^ SBeife mh^tz ba8 crjle nad&fofgcnbe ©lieb ber 
blQeitigen ent)»itflung, n.r^-^Q^z, bem glcic^^ol^n ien^ 
fcitigen, SXz ibentifc^, mitl^in n.P"— ^♦QniCl fepm 

8egt ^an in biefem .2tuöbr«cf auf bcijben ©eitm nodS> ben 
gactor P bep, fo tx\)cAt man nP^.Q, c^er/ba P»=^ \% 
•.^♦Q = P*£l unb, fobalb biefe Sbentitdt entwWeft wirb, 
eine ©feic^ung jwifc^^en^ ben 6oeffijienten ber ©runbform, 
enthalten in P unb Q , unb benen i^ter verlangten ^otenji 
enf^aUen in $ unb £1. 

£)a mmiiöfi 

^ = A + Ax*4-Ax* 4- A*x»-i + Axt.... 

Q=:a+2ax^ + 3ax»....r-ax»'-i4-<rrJ-i)axT.., 
p Wirb f&r baS |)robuct n.^J.Q allgemein iai x—itt 
©lieb/ nacb gemeiner üKult{))(ication§regel: 

1 r— 1 2 r— 2. k r-k * o . 

(n*aA4^2na A ♦♦♦ -}• ^^^ A ♦•♦ r|-rna A) x»-»v 
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Da fctnet 

fo {jt für iai ^rofeuct P.Ö öttgcmcfnDaS r— ite ®lie^: 

o r 1 r- 1 k r-k - r^i l 

(r.a.A + (r — l)a. A ,,,,-|-(r— i}a A •..+ a A)Ä^ 
25a bcpbe ^robucte ibentifdS) feijn foOen^ fo jtnb c8 a«i^%e 
r— iten ©Hebet Hnb bcren 6oefji}icnten» 2)arau0 ergibt fic^ 
mit leidster SEranöjJojttiott unb Dtoifton; 

1 r-l fc r-k 

/ (n — r + 1) a , A. . ♦ ♦+ (kn— r4-l)a, A ♦. 

A=: : o ^ 

r a 

+ [fr — i)n— l]a A + nraA 

ra* 

ml6)a offenbar bte obige xecnvAtmU Sotmel ^etDorbringf* 

di wirb alfo bie allgemeine recurrirenbe ^uß&fung be$ 
Ijolpnomifc^en ge^rfal^eS auf folgenbe 2Crt anögebrfidft »erben 
{5nnen, tt)obe9 fogleid^ bie SBeraagemeinerung im Huibtnd 
ber ©runbform, welche auf bie €oeffiiientenbered()nung but^^^ 
aus oi^ne Sinflu^ i|i, mit aufgenommen worbem SSSenn 

Ol T 

(ax^ 4- ax^+* + • • ♦ ax^+5^')*^ berecl!>net werben foB, fo 

Ol 2 . 

entfielet tinc Steige, = Axu^ + Axu^+>4-Axn^+2^.. , 

Axn^+r8,,, 3i[n: erjler Göeffijient ift Az:a«j bieforgenben 
«tonnen aUmdlig auSeinanber burdji ^ulfeber Sorget: 

' _ (n — r + l) i'ji (2n— r+2) *'T» 
A .1. - ^j a A •-}- ^ a A ♦.»«^^ 

r a i:a . 

ra r a 
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iktbe<fMmtv, wenn man ^De Qütbtt unter bcn^aifinfif^ft« 

li^Kn 9lennec fleltt, 

^_ (n — r+ O a A + (2 n — r + 2) a Ä . . -}. 

ra 

k r— k T o 

• +(tn— i'4-k)a A ♦♦♦ + rnaA 
ra 

abgeleitet werben. ^ 

2)ic ©pecialifirung biefjr 0iecurfionSformeI ^at auf er fcer 
groferen SBäeitlaufigfeit feine SSefc^werbe. > @ie gibt, aflmdlig 
furr bie fucceffiöen gonien Säulen gefegt: 

I n.aA 

A n • ^ 

o 

t 1 8 O ' 

I _ (n — l)aA +2na>A 

"" o 

2a 

} (n— 2)a.A + (2n — l)aA + 3naA 

o 
3a 

13 22 31 4o 

1. (n — 3)aA + (2n— 2)aA4.(3n— l)aA + 4naA. 

A ~ — — — _ 

o . 

4a 

2)er 5!Hed()aniSmu8; «nter mlä)m fie in fortfc^reitenber SBe^ 
rec^nung bcqmm gu gebrauci^en ifl^ fann leicht gefunbeti 
»eifben* . 

' Tita bepben 9iegefn f&r We ^otenjiirung dnti ^ofijno^ ^ 
wiumä; ber jnbe|)enbentett fowo^t aß ber tecurrlrenben, er^ 
^eDet; baß icber Soeffijient beö SiefuItatS ju ftiner S5ilbung 
gerate «fcen fo »iele Don ben ßcefpiienten ber ®runbform er^ » 
forbcrt, aK feine $af)l ßinl^eifen l^at 2)iefe S3emerfung ifl 
wid^tig, fobatb b(c gorm, welche potengürt werben fott, felbjl 
erß imöi entwicfeinbe arit^metifc^ Operationen gefunben 
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toevbnt TtAx^, ttnb ma^t einen loefenflfc^en ^eil t>on Um 
S3en)eife bcd allgemeinen @a|e8 au8, bap u6erl^au))f ^otmett, 
mit benen man red^net, nur b{4 ju bem @rabe entwicfeü ju 
fe^n braucl)en, biS ju wel^^em iaS aixi i^nen abjuleitenbe 
SRefuHat getrieben »erben foB^ 

JBeflebt baS ^olpnomium ou$ einer bejKmmten -Tiji^l 
t)on etnjeln gegebenen ©liebern/ (ofann man bep feine^o^ 
tenäilrung ibm felbjl vorläufig bie peigenbe ober faUenbe 
Änorbnung geben , unb wirb aKbann iebeSmal baS JRefuKat 
in gleicher Sorm a^altm. 



2Cc^tee Kapitel 

ffiurscIauSsiel^unö- — Xllgemcinfle gform bee Bin^i 
mifd^en unb'pol^nemifd^en ®a6ed. 



L ^cructtrenbe Sotmtl bet XVntsthw^ii^ung. 

SDaß burcb bie Operation ber ^otenjürung, welcbe 9)robttcte 
ai\^ beliebig tjielen ibentifd&en gormen hmd)mn U^xt, and) iit 
Sbee eine* umgekehrten SSerfal^renS, ber SJurjelauSjief^ung^ 
berbe^gefübrt werbe, t>erjle^t fid() t>on felbji SBenigjlen§ wiib 
eä fiä), ibr jufolge, al6 grage aufbringen, ob nid^t jebc beliebig 
gegebene gorm aj^ fertige* ?)robuct au^ bejiimmt bejeicbneter 
Änjabl gteid^er gactoren angefebn werben f onn^ , unb ftc^ 
wieber in folc^e 5erfdtten laffe* 

SBenn ba* gegebene ^robuct fowol^I^ oI* bie gTeidJen 
Sactoren in bie man e* aufjulofen beabftd^t, na'd^ ben 
©efefeen ber ©rnnbform für bie XnalpfiS gebilbet fe^n foOen, 
fo wirb mat| bie SBurjelau^iiebung in i^rer urf)>r&ngßc^en 
gorberung wefentlic^ bcfc^rdnfen muffen, 4xm eine mtt @i<bcr< 
beit nad^ feften Siegeln ladbare Aufgabe ju erbatten* 

2BoIIte man unbebingt bie grage jieffen , .ob nid^t jeberjeit 
eitu gefettnmftge Serm gefunben werben f&nne, bie ju efner 
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MtiMgen MKmmt^n ^etcnj eri)Oben, eine anbete gegebene 
ictmbrinfie, fo würbe fie t)ei;neiut werben wöjfcm— < 

SScttongte • man ^mgeäcn eine gorm ju finbcn, welche, 
ju einer üorgefd^riebencn ^otenj erl)oben , eine neue erjeugte^ 
We in aßen fucceffitoen ©liebem t)om SCnfang^gfiebe an, bi^ 
}u ^em fofgenbcn ton beliebig gewallter 3a^I, mit einer 
äe^aknen gorm jufammenfdlit, ft) ijt U\<i)i j^ jeigen, baß 
Wefe^ atlemal mfegtid^ fepn werbe» 

% o 1 2 n 

(g^ fep bie gegebene gorm a + a x -f- ax* ax«**. 

5Kan fragt ^ ob jtd) nic^t eine anbere finben laffe, beren mt« 
f)otenj, würftid^ berecl)net, mit jener erjlen in allen ©Hebern 
bi« jum nten JRange ' öbereinjÜmmen ßnnte? 59fan fingire, 
um bie grage ju beantworten, eine fotc|)e gorm atö fc^o« 

Ol 2 

jcfunbenzrA + Ax + Ax*»»; man erbebe ftc würftic^ jur 
mtm ?)oteni, unb felfee iai SRefultat biefer ^otenjiirung biö 

O 1 

ium «<« ©tobe ber gegebenen gorm ibentifd^ (A -f Ax' + 

* . ' Ol 2 . n ' 

Ax*. O^ — ^ + a^L^-j-ax^^^ax".. ©erabe baburäf) werben 
f[4 SÄittei. ergeben, um ßoefpjienten ber .fingirten gorm, 
ber Äbjtc^t genugenb, auf eine ^x^txt tinb unjwepbeutige 
ÄelTe ju bejtimmem 

••-3te«ber gellte t)on ber ÜRultljJlicatton ijl befannt, »af, 
luv ber' ^otenjürmig einer gorm, ju iebem Goeffijien ten beS 
Siefultafö genau fo mit t}on ben erften Soefftjiente» ber gorm 
W^f afö bie 'ia\\ bed gefud^ten ^oefft^ienten Sini^etten ent« 
ijUXX, beitragen; allgemein in Beic^en, gu bem n -f^ iten 

o 1 2 

fiflfffiiienten ber entwicfetten ^otenj (A-f Ax'+Ax**.)^, 

'. ' o 1 2 n 

ble.a + l erjlen SDefff jienten bi r gorm felbjt, A, A, A».A. 
W ift gleid^faß* befannt baß jeber \>oxi biefen, ba \üo er jum 
9f C9itta(i erfcf^Hnt, nur auf bie er^e ^oteng erhoben t)or{oms 
«Ol (ann, ben anfdngli<fw ausgenommen: m ^tiifta: b^r 
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€oeff!jintt fce« erPen ®llrte« tiac^ bem anfänglichen in ber 

O 1 

^otcnj unfrcr gorm, enthalt nur A unb A, bcn legten nur 

O X 

in einem einzigen ©licfcc, welches luA^^^A fe^n n>irb} 

19 

^cr beS jwc^ten ©licbeS f)Cit Moß A, A, A in fi^, unb ber 
U^itc Ummt nur in einem (Sliebe beS ganjen 2(u§bru(f S 

9 

mA"^* A \>otf u. f. »• ®erc4)net mm alfo bie n + i .crjlcn 
©lieber iener geforbertcn^^otenj, um jcben- i^rer Goeffiiicnten 
bem fltei(l&l)ol^en Soeffijienfen ber gegebenen SoJ^m einjeln .glcid^ 
jtt fefeeU; fo befommt man ebenfomete, n + 1 # , ein jclnc 
®Ieid()ungen l^erau^* Sn ber erjlcn ®lei4)ung wirb, atö ftns 
girte, unb alfo nocf) unbekannte ©rope, bloS ber 2(nfangäi 

o 

coeffijient ber angenommenen gorm t>orfommen , A"» i= a , ft4) 

alfo au^ xi)t bepimmenj in ber im))kn ©Icr^ung wirb au^er 

i^m, ber nun fc^on befannt geworben ijl, aud^ noc^ ber, 

1 
erfte nad^fotgenbe Socffijient, A,.auf bie erjle ^otenj er{)oben, 

' unb mit einem bejlimmten gactor multi})ticirl, erfi^einen, 

mithin eine ©teic^ung barbieten ; bie nur vom erfien ©rabe 

i|i, in fofern er aU bie einjige unbcfannte ©rofie in i\)x liegt, 

fo baj5 er au8 i^rer Äuflofung iebeömal einen einjigen SSScrtl^ 

erhalten wirb» Unb fo muf jebe folgenbc bon biefcn ©leis 

d^ungen einen folgenbcp ber fingirten Socfftjienten , nur auf 

bfe erjie ^otenj erl^oieh , unb mit einem beftimmten gactor 

multi))licirt, in,fK^ fd^liepen, ber alfo, wenn bie loorbergel^cnb^n 

eoefft'iienten auS ben fruljeren ©leic^ungen f4)on bejHmmt 

finb , ftc^er unb ol&ne äwepbeutigf eit au« il&r gefuiTben werben 

fann» 

66 i|l inbeffen ni^t n6tl)ig, biefen Seg in wurElid^er 

2(udfu^rung ju t)erfotgen. ßinc grunbli4)e Sll^eorie ber Do^ 

tenjürung, bie ben äufammtnl^ang gwifd^en SEBuirjcI unb 

^otenj nUi)t dUein inbepenbent, fonbern aucb recurrfrenö 

entwicfett, äber^ebt fotc^ec SSieitlduftigfett, unb ühex^aupt 

einer ferneren urfpr&nglid^en Unterfuc^ung* • 
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bc&Mgc ganje ^)ofittoc 3a^l n ^ , x 

gefegt werben feurfcj jie jcigt Mn§ ben Sufammi^n^ang jn>{i 
f(^n ben (Soeffi^eitte^ ber ^ut^el itnb benen ber ^otenj, nic^f 
allein inbc^)cnbent, fo baß toxi icbeS A/au6 ben baffelbe 
MKöfcncnben a, birect- bilbett f^nnen, fonbet;n aud^ reciirriceiff} 
bur^ eine allgemeine Siegel, »eld^e bie SSerfinbungen bet A 
Unb a iintereinanber »o^wciji ' . ' * - 

3n ber bisherigen JBetrad()tung ijl bic lefete'^gormel l^ret 
entiie^ung unb t|)rem nac^ften Swerfe gemiß, >Xof baju 
benufet, um, »orauSgefefet " baß b'le a (di befanntV ahgefe^en 
»eiben; a«§ t^nerf tebe§ fötg^nte A ju beteöE^ti^n , wofern 
bie'Dorl&ergel&enben A f^on gefunben"itnb, woju pe in ber 



A __ ■ ■ I ^ ■ ■ ■ ■ ■ ' ' ^ > 

17? , T . . ' T ^ Ol 

' r a * 

ir-i ' o » 
, + [(.rz0n—i]A a +rBAa 



r a 



mmen jweämäfig war» 
.'«W wm umgefe^rt bie A aK gegeben annel^mm, mtfe 

o 1 2 I 

|ft "bie gomi A + Ax + Ax* . • ♦ Ax* aß befannt fefeen, 

:■*-., Ol« 

^ix^eabie a al§ gefu^f Tbetrad()ten ; mitl(){n a+ax+ax*.* 

' ^ n 1 Ä r 

+ ax», weites offenbar V(A + Ax + Ax»^. Ax^..) 
\m w«t>'/ 6erec^hen, fo bebarf jene ®leicl)ung jwif^en ben 
A ftib a nur einer leierten SEranSpojttion" um fofort: 

Y-11 T^-kk ir-l' T 

» ^^[(r-l))E^i ] a A . . r [(r-^)a-1^3 aA ♦ . •> (n-r+paA+ta . A 
a __:-, — ^ 

rn^A 
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^ebt man in bcn cinjelnen ßotffijfenten ben ftcraein^ 
fcfjaftljc^en Stoifor n^ fo barf .man im erpen ©liebe,- ftatt 

_ [Cr — l)n^ j]_ /i.^^A. aßgeÄicifiimkten®üe^e 
- ^^^^^^^"-^^ =(^^r+k) in, mtefeten 

H^^ ^ fo — ^ + — (r— 1) 1—1/ fefeen,unb eH^art fo 
n n 

Tk k 



n 

flatt 



* (^-r + l)aA... + (k-^-r + l)a.A... + 

a= ; ^ — 

rA. 

.+ ((r-^l)r-OaA + r^aA 






2)icfe5 ijl alfo bfe attgemeine ^rccurrirenbe SRegel bet SGButjet 
aiiSjicIulig; permSge beten, wenn m'an > ^ 

Ol 2 r ol2 » 

gifefet ^at, imb qu;ti tüdfmartö. 

n o 1 « r . Ol T 

i^(A + Ax^+Ax»...Ax^*0 = a + ax'..+ Äx*^;. 

r 

bejiimmen voiU, jeben^ ßoefpjienten ber gefuc^ten gomt, a^ 

o 1 

aui benen ber gegebenen A, A.*., «nb ben t>otl&erget)enben 
ber nmliö^m gefudl^ten gorm, beßimnien fanm 

SJfir ben 5fhfangScoeffiitenten a, ergibt iiä) urfprungrid^/ 

auf bepben (S^eiten x±:o gefegt, baß er v'AziAirfepn 
muß. 2(tte übrigen t)erf4)afftbie Siegel, aßmalig für r bie 
fuccefftt)en ganjen äai)Un fubftituirt^ 
. Unb fo liegt eS atö gactum be§ SalcuK unb vnmittelbate 
?«>rge ber Korm fnr tfe ^oteniürung t)or klugen, baß bie 
^eger, n)ott<w& fic^ bie .goefßjienten ber gefugten aBurjeX 

. Ol 

be$ nun ©rabeS au§^einer gegebenen Sorm =:A + Ax* 
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» Ol T 

4-AxT*0 ^» + ^^' •♦• Ä^^***/ angcbcufct, imä)mh, 
l^fti fefem iebcr folgtnbe unter i^nen, auS ben t)or()crgcs 
. I^enben unb bcn- brannten ßoeffijicnten jener gegebenen 
gorin, (fbgefcitet »erben fbU, bottfommen blefelbe tjl, welcher 
gemdf jic^ .qu§ ben Soeffijienten ber SBSurjel (ben a) bie i^rer 

Uten ^otcnj (bic A) ergeben, wofern man nur jiatt n an 

± 
iit <SuUt feW — . 2)enn offenbar, , fobalb man in ber re- 

n 

Uutrirenben Formel ber ^otenjürung, jiaft n fubpitulrt -^^ 

,«nb aBbann in i^ bie äeidj^en a unb A ^exxoz<!l)\dt , fommt 
ib^ntifc^ unfre neue SSorfdJ^rift, welc^^e gormel ber SSJurjefau*« 
jie^ung Ij^eipen barf, l^erauö^ 

II- ^nOepen&emc formet öer Wurselau^jic^ung. 
83erm6ge ber eben tJoHenbertn, allgemeinen ©ntwirftung i% 
WVM mon^ 

ftl*^ al^arin aber bie le^tere ^orm M gegeben anftebt, bie 
«fr bagegen, be«n nte ^oUm fte fe^n foK, atö gefud^t 

lUMi^tt, mithin a;+ a x^ + a x* ♦ ♦ . + a x» • . n 

V'(A + Ax'^ + Ax»-^..+Äx'.0 ju fittben beabftc^tigt: 

(£ \r-l 1 y i :\r.k k j o r 

■ — r + l) a»A/. + l^^---«^ + \/^* A^.+r^-'a.A. 

arr » — '■ 

r.A 

. ©efefet man nejme an, baf bie gegebene Sorm, wcl^e 

j^&te |>6tcn5 einer anb^n hctxaäjUt werben foß, bloß A + x 

M$i, mithin im allgemeinen 2Cn{u^e A=rA fcf^led^tj^in, 

Wifc i, A unb alle folgenbe Goefftjienten o fei^n follten, wie 
fli|{ben ftc^ aföbonn bie 6oeffiiientea ber gefud^^ten Sorm 
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Ol» n« 

bmc^inen ? 

. ' • • • \ 

^2)ie aKficmcine gormcl würbe f?4^, fobalb nur ArzA 
unb Am ml ftnb; auf a rr (n~^ + v— iufamweu^ 

©Sift aber au8 ber SE^eorie be« binomifc^en ficl)rfa$e§ ; 

> - 012 r— 1 ' 

l?e!annt, baß wofcm (A + x)» = a + ax^ + ax* .; + a ♦ :sj-^ ' 

+ Ix^.^ berechnet werben foB, a = ^"~^'+^) JL fcwn < 

r A ' < ^ j 

Wirb, fo wie wir jefet gefunben \dbv^ baßV wenn K(A + x) 

1 O 1 t— 1 T 

r:(A + x) n =:a+ax*.*+a x^i+ ax' .. . beftlmmt 

, '. = (zzi±o 1 

r A 

SBepbe aiegeto fmb/ntir baf ba, wo Kn ber er|len u ftel^t, 

iim bie jwcpte ju erl&atten gefefet werbe — , ibefttifdj^ biefel6en. * 

SBeiin arfo termSge ber erjien aKmältg fAr r bie fucccffit)ctt 

o . . \ 

ganjen 3a?)ren gefeilt, unb airA«/wie jtd^ t>oti feftjl ergibt, ^ 

* n a V * h . n — 1 a *. 

genommen, a = — — , ^ a rz tt/ a rr 

• A ' 1.2 A*' — 

^^ n ♦ (n — i) . (n — 2> a 

"" 12 3 A^ mithin bie befannte Siegel : / 

(A + xV^ = A«+ n A'>-ix'+ "^^""^^^ An-2 x*4^ 

^ 1.2 ^ 

"^ 1^^2.3 -^*^^-x^* l^ertoortritt, fo wirb, njenn 

man in bcr itpepten auf gleid^e 2frt mit r »erfahrt, i>a ffir 



werben im^, a = ^-^i ^ -• ju fefeen ijl. 
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n Ol» 

v^(A+x) rr a + ax'-f^^****/ «nmitWbar (x no ge< 
W)i VAnATrra f)etooxQel)t, aixd) ferner 

A^ 1 . 2 , A»' 1 • 2 • 3 A» 

mithin 1^(A + x) = (A + xyi zz AT + - Ar ~ ^ x 

n(ii-i) 



. 2 ^ 



£ntf))rinsen nni, tocmt Dorl^ht bie ^oeffi'iicntett n, 

1 • 2 • 3 

finb^ fo w»erJ?en bie i, iL2:ü 1/ " ^" ^ ^" V ♦ , ^ 

n 1^2 1 ♦ 2 . 3 

ol^ne ben @iim ber ßcidf^en im SRinbejlen ju dnbern^ biii^ 

1 t X 2 t 3 

TäS / n ^ / n ^ * « « angezeigt iDerben f innen. 

Wlan barf arfo b^l^aupftii, baf öuf t)5fli9 gbfdf^e 3Crf, 

»ie fid) be? »credj^nung bon (A-|-x)n bie ßocfffiienten be^ 

^^efegmifüg entn)itfeßen SBert^eä au3 Aunb n bilben; auc^bep 

ntwtd lung t)on V (A + x) rr (A + x)^, bie ßoeffijienten 

jtec (einen SSerll^ b'arßellenben oefegmafigen %oxm erzeugt 

werben; ober tör^er, man ^at beriefen ^ bap bie. Siegel be$ 

birtomifd^en ©afeeä in 3i^4>t öuf bie Soefffiicntenbilbung 

t)6ttig biefelbe ifl, ber (^tpomnt fep eine ganje unb Jjofttiüe 

3a^I, 11, aber irgenb ein ^)pfttiber Stammirudö, — 2(m fur^ 

iejlen wirb bie^ au^gebrndt, wenn man fagt: bie Siegel beS 
binomifc^en @afee§ für (A + x)« gelte nidj^t blofi, wenn n 
eine pofitirye ganje 3<Jbt/ fonbcrn au6) wenn eS ein pofitiber 
&tammhtud) ifr 3ft «ber bhfe§; fo toüb auc^ bie Im t>ori^ 



— 104 — 

gen &opittl aistkiUtt gorrn«! ^ *ie lnti«t)«nbettte «efiNw* 

ntung »on (a + a x' 4- a X» . . + a x')» , ml^t . a X + a X». .,. 

4-axT=b Ufitni, tiefe ©roße auf (a + b)» jurficf brachte, 
«nb bur4> entwidruitfi ticfeö 2Cu«bnj(fS fanb, baß ba§ aifc 
futtat «fne g?eil)e fep, bmn Änfong^gKeb a«, bercn j »e« @Ueb 

l...irC"S5.a'»-»'.j)tC), au^ bonn fletten, wenn n cl« 
a^fer «Stammbrfld^ ijl, toft^in bie inbejpenbente gormel ber 
JSJurjelauSjic^unfl fepn. 

UL «*4)(l« V«MDg<tnci«etuii0 dee binomifc^en un^ po» 
lytiomif4)«n ©«ße». 
25fe Sri^eoric bcr SRuftipIication bewetfl, baf , fobatb n 
eine flonjc pofithe Sa^l ifl (a + x)» burc^ eine nac^ g>otöi. 

itn »onx fortf4)rettcnbe9iet^e = A+Ax«+Ax»..,+Ax'.. 
au%brö(ft werben fann, fo baf Arra», A=:n.a°-i,..ijt 

®ic a:^orie bei SSutidwHmni t^ut bar, bof '(a+x)T 
b«r4> eine m^ fRei^« oug^ebrürft »erben fann/ «nb b4f i^re 

t>c9ben crüen ©lieber a ~ — 1 ar-' x' Rnb. ' 

S5araM§ folgf; unter ber SSorauSfedung, bof m eine 
mii pmrx 3a^r Ijl, es m&(fe au<|> (« +,x^T 
= C(a +x)i:T = ^a 7 + ^ "^ ~ ' ^* + • •)" *'"* 
Ä^nri(^ flebilbete «ei^e fepn, an^ebenb mit ben ©licbctn 
»»+~a--.ix. 

2>arau§ ergibt fiel) enblit^ , baf . auc^ (a + x) " T 

«. i. ^ 1 

~ ' £ — "i;^ — j^^p-^ na^i ötto6^nlrct)er ©is 

(a+x)„ a-i + — a^'^x... 
11 
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oißoB cntn^dft^ eine naä) 9>oten}ett »on x fottf^rdtcttbe Steige 

barpcttcn »erbe*; btrcn bepbe crjlen ©lieber a- "^-j-f -7 — > 

a""^ — IX fepn mfiffelt* 

2ßiß man nun in im öhfdnglid&en 3Cnfafee: 

(a + x)" = A + Ax^+A^x%. 1 + Ax^i +Äx^, 
für X fefeen x + z, fo mx\) man 

(a + x+z)" - Ä+ A tx + z)^+ • . a\x+z)^~i+ A(x+z^ . 
ex^'alten, unb a + x jut 2CMurjun9 h nehnenb/ 

(b + 2)«=zA + A(x + z)i+.,/A'(x + z)»"-i+A(x+z)t,.> 
befommcm 

Sepbeö ftnt) ni}d& unentwicfelte 2Cu§bru(fe tu bcnen man 
z aB ^aui)tgr6f c betradf)ten fann, bie jtc^ nad) frul;eren 5Re- 
gcln, fortf4)reitenb in fucccffiüen ^otenjen i)on z, möfcn ent- 
lüicfeln laffen, iinb in benen aßbann igkidf^l^o^c ©lieber iberi- 
ti\öf fr^n muffen» 

• ma6)t man im tn^ans berMeit, fo ift baS. ÄnfangSgficb 
biffei«, öu§ (b + z)«entfte^)enb b«; jenfeUöberStibegriff atter 
ÄnfangSglieber auS ben bort geforberten (SntwtcHunflen , bie 
«taiigen, mld^e no^ fein z enthalten unbbeS^alb ju einem ^aupt- 

gKebcgcl^oren: jufammcnA+Ax* + .♦Ax.Tl + Ax».* 
3Da^ biefe gorm mit b^r: (a + x)'^ ibentifc^ ({l, m^m^iä) 
in ®cmdfl)eit beS .anfänglichen 3(nfafee§ t)on felbft. 

©aS erfte nad^folgenbe z^ ent^altenbe ©lieb biffeit^ ijl 
riT)^-iz^; baS erfte z' in ft^ fiil)renbe ©lieb jcnfeit^, jufam^ 
mengelefen au§ aUtn erften, nac^folgenben ©liebern ber bort 
tjerlangten, fi* bur^) Äbbition »erbinbenben, complejcen ©ropen, 
tem elementaren Wnomifc|)en ©afee gemäß: 

(A+2Ax.;*(r— l)^Ax'f-*+rAx'-*)z. 
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& wirb alfo > 

nb"-ir:n(a + x)n-ir:A +2Ax.* + (r — i) A x'-2 

r 

2)iefcr 2Cu§br«(f t)ereinfad^t fid^, wennmöit ouf bc^ben 
Seiten mit a + x multi^ticirt. SRan. crl^dlt aBbann Wffdtö: 



*— 1 



n(a + x)»r:nA+nAx'... + nA x'-^ + nAx» 

12 T— 1 

2Cuf ber anbctn ©eife n>irb man A+2Ax** + (r-i) Ax^-« 

+ r Ax<-^..» wurflic^ mit (a + x) ju multipliciten l^abem 

®cf(^ie|)t biefcS; fo a:)ialt man ein 5)robuct, fceffen "än^ 

1 r i— 1 

fangöglieb a A, beffen r - lud ©lieb (r> A . a + (r - 1) A ) x^^ 
fepn wirb, ' 

@oU nun biefe^ $robuct mit bem enttpi(felten n(a4-x)it 

o 

ibentifdl) fepn; fo muffen n\6)t allein i^te ÄnfandSgliebkr nA 

1 
unb aA jufammenfalfen, vfonbern aud^aBgemein il&re r — itm 

©lieber, nAunbx>Aa+(r — i) A* 

o 

1 n A 
2tu8 bem erjlen folgt Ar: — 

a 

• T— l" 

2Cu* bem lefeten A ir ^ /worunter fär rrri 

r a 

felbji baS Srjle enthalten ijl. 

68 iji alfo nun, wa§ aud(> n fepn mSge, fcewiefen, ba§ 

Ol «* r— 1 r' 

maii (a+x)«*r:A+Ax'**+ Ax»-*+ Ax». *♦ fej^öi 

r-i 

barf, unb baßiebeSmaf Ä=a«, A= r"~; ^ - fc^n 

werbe, — / . , . 



©fefeä ffl ai€t t^ottfornmen bie ©mnbtegel t>e8 clcmeirtäreii 
i>mmifd)m ge^rfafe^, rccuwrcnb /aiiSgcbru*, »ek^e iefet atfo, 
mag t>cr dxv^nmt n ganj ober gebrochen/ |)ofitit) ober negatto 
fcpn, aB unbcbingt gettenb bewicfcn \% 

Sff aiet Weirtnomifclie gormeleben fo allgemein/ äIS ber 
©egriff ber ^otenj, öUe m6glfa^>en 3<Jl^Im xM (gyponenten 
geffattenb, fo.ijl au4> biejenige inbe})enbcnte 86fung ber 3Cuf^ 

göbe tc^ IJoijpnomtfc^en ©afeeS, n)eld()e (a+ax'.^. + ax'',)n 

12 T 

ju berechnen, ax'4-*aix»...ax» n^b feilte, juöorberp alfr 
nur (a +l>)f ^re4>nett, barin ^crnad^ für bie fucceffit)en ^p» 
tenjen t>on b ibre befannten urfprunglWS)en fBtxtl)t fubpituirte, 
«nb auf fold^e 2lrf. . 

1 r h h h 

(&+ax..»+ax»)« = a« 1 ♦..r ^("»aa-yC) it 

erhielt, für jcbe6 n ton unbebingter JCUgemein^cit. 

Utifr bi Wieberum au8 biefet bie tecurrirenbe Stegel folgte . 

1 T Ol r— 1 T . 

ba|[,tt)e^(a+ax..•.ax»)«=:A•4-Ax^.+ Ax'r*l4.Ax^^ 
1#, aßbann Ana« litib aKgemetn : 

r-lx T-itk o t 

r _(n -^r+i) Aa,\. + (kn — r+k) A a,> + rnAa 

A ._ " ^ - . ■ ■ 

fo .flilt audb biefc 9iegitl ^r ieben Sert^; ben man bem 
ei})onenten n beilegen mö^te» ^ 

I)a|,abcr weber bie er(le inbe))enbente; nod^ tk jwe^te 
recurrirenbe ©ejlimmung in Tii^iäjt auf bie Goeffliientenbered^ 
nung irgenb eine 2fenberung ju leiben "^at, wenn man be^ 
Siibung ber ju potenjiirenbeii ©runbform ; bie b64)|le ^Cffge^ 
meinbeit beö 2tu§bru(ife8 in 2Cbfi*t auf bie ^otenjen ber 
^auptgr&ßen in i\)Xin einjelnen ©Hebern eintreten Idft, bem 

gemaf ' alfo ax- + ax«+J • . + ax^+r^:,,)« ju bered^nen 
t)erCangt, unb in fotd^em Satt nur ju bemerfen braucht, bafi 
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im ^tnfangJälict)^ brt Slefultatö ' xu«, aUi^m^in Im rten nac^ 
t^^m.xu«+rJ t)orfi>mmen werte, ijl bereitö fr%r bargetl^n 
vorben^ 



lY, Semetfutigen Aber Potm^Htnnstni.bty: btnm ^littj:^ 
pouenteit £räct>e. o^er tieg^pe .S^^f^Ui^ Rn2>. 

'©obalb ber 6]c))ünent einer ju ^ewftfefnben ?)otenj eine 
tiegÄtiDe ober gebrod^ene 3aI;I tjl, tanrv bie geforberte 5)otenjÜJ 
rung nfe genau u'nb bur^ einen gcfc^IofKnen 2(u§brürf borgen 
fteßt werben ; man mufi ft^ begnügen eine "gfotm ju finben, 
fcfe ben gorberungen ber tjorgegebenen Ojjeröh'ön ®enfige l«i|ltt> 
fofern man ouf ba§ , waS über einen ^ewiffen ®tab ^inünii 
Qz\)t, feine 9iucffid[)t bep ber SJed^nung nehmen will. — & 
Ift, um bep bem nfld^][)crigen ©cbrau£l()je biefer aH^emeinen 
Stegcl, In JBejiel^ung auf 5)ld^erurtgen bie fie gemattet ^ feine 
iinricl)tige 3bee ju ^{fen, fe()r wefentlidf), tlE)re eigentlid^e 
©ebeufung ' in biefer ?Rucfftci{;t beutKd^ 5U begreifen*. ' @oB 

eine ©runbform auf bie ^Unj eineö flimjen negatitoen G^o« 

0x2 t 

tienten erl^oben werben, :(a + ax^ + ax*.. -f-a^O"'*^/^ 
tnug man m »JUiger Strenge, bie 5oJ^'>«'^w"fl fur^unmogfid^ 
erfldren; toa^ gegeben fepn foH; muß JCnfang cnb Gnbe 
l^aben , unb eine enblicl)e gorm , bie baS t)erlangte SJefuBat 
barpctltc/ fdßt fic^ niciE)t auöfmbig mad(^n* SSill man. aber 
.eine gorm f)aUn bie bi6 ju einem wiffßubrltcf) giPWill^ftert 
®rabe hinauf/ mag er fo f)oc^ fepn, al§ man verlangt, ber 
gorbijrung j[eneS 2(u§brutf5 ©enuge leijiet, fo fann man bie* 
oBerbingS* 

Ol 2 

ggenn j- e. (a + ax^-f-ax*/.)*^" i^^^ bie a?orf(|)riften 
beS }?ol9nomi|cl|Kn Sel^rfafee§ bis jum mten ©rabe entwidfett, 

1 m 

A-f Ax'».4-Ax«»gefunben wirb, fo -bebeutet bie§ eigent^ 
U4>, bag bjefe gorm^jur 9>oJenj beS ©rabeS +n erj^obeu/ 
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in bet X^at bie Anfangt gegebene (a+ax^ -f«*^**««^*)/ 
fofern man tep ber SSergfeid^ung nur bi§.atif bic ©lieber bei 
mtm 5Range§ inclujtüc forffi^reiten n>itt , ()eroür&rlngt* ß6. ifl 
ölfo eigcntli^ nietet gejtattet; fJc^ b^ ®UiÖ9^nt^iüd)mi 
i«>tfc(^en bem -2Cu^n«f^ ber Dotenj, tpjrfc^e fi«^ re«itwtf<(n foü^ 
unb ber borai^ t>ert)or8el^enben %ßtm iu feebienen , wi etwa/ 

Ol 2 

Wie geit)6^nlic^ ju gefd^e^cn })ftegt,'(a + ax*'-^ax^>0""" 

r:A-+ Ax' + Ax*.,.+ Af*°. ju feiern Qbm fo wenig 
^itft e§, wenn man Hxoa ba§ »urflic^ entwicEcUe nur afö 
einen Sfnfong ber ganjen Zxbdt bctxad)tmj unb burc^ ein 
n«4>forgenbe§ + • ♦ ju i)erticl)cn geben wolitc, bag an bem 
Äüfgefielüen SlefuKate nur noä) Qtwa^, ber ©ntwicfrung nici)t 
ttntcrjogeneS fel^)!^» ®^tttt n)a§ ftd() in einer üorgefci[)rie&enen 
©cjialt gar nic^t barjIelTen lafjt, bat)on fann man aud) md)t 
ben Anfang ber £)arjlellung gebem * SBitl man bie gefunbene 
gorm tomtüi) atö Siefultat ^einer ^otenjiirung anfebn, unb 
boä ®Ieic|)§eiföidd[)en ben)af)ren, fo xnu^ man fi(^ gefallen 
lajfen, baß bie gu entwitfelnbe ®r6pe felbji gednbert 

»erbe* (S§ l«nn nur bann (a + ax^ + * ♦ + a x^)^*^ 

iüf A-|-Ax' + Ax*»» + Ax«* gefegt werben , votnn e^ 

glittet ifl^ ber ©rofle (a +ax' + ». + ax^)-'^ mt anbere 
Br^jufKgen, wel^c,:an^ht mit bem ndc^jlf^obmm ©rabe git 
bem womit baä entwiefette Siefultat znbiQt, fo baß, wtnn 

1 2 mT . 

»ir eine fold^e burcl() ax"*-^* + « x°» •*•«.. 4-ax«»» anbeuterf 

1 r 

»ollen, bie ©leid^ung nur in biefer (Behalt (a + ax' . ♦ + ax^)-^ 

1 . mr im 

— (ax»+i •♦ +ax«*) rr A + Ax',» + Ax« befief)en fann* 

Auf eine dlf)nKd()e SBeife, wenn eine ^otenj mit ge* 
6rocl()enem pojitfiJen gr}>onenten entwidelt werben fojä, unb 
ba§ aiefultat nae^ ber gormel M »jolpnomifdtien 8e^rfa6c5 
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SHtunttB ^apittl 

©tttttJidPltntg bet ex^jonensialgtö'f en. 



®te Sorm ben ?)t)tcttj ijl m^ einer 9<xnj anbem 2(nfi(&t 

faltig, aK tiejenlge, weld[K bep i^xex Qntwidtw^ butd^ t»en 

bmomifd()en ober })ol9nontif(l[)en, Set^rfafe jum ©mnbe gefegt 

würbe. SBir l^aben neniRcl() im SSor^ergc^enben bie ^aujjtgrofie, 

nad|> beren.^otenjen fofglid[) bic Sntwiiflung fortfcf^reiten mu^U, 

in bett (Bunnöfactcr, ofeer bie SBurjel ber 9)otenj fibertragen, 

ben lEpponewten l^ingegen oB eine 5Rebengt5^ angenommen, 

fo baß eben beöwegen er nur ju ber SSilbung ber Goefffjienten 

mttwfirten f emite , welche ben ©liebern ber JRei^e bet)gegebetf 

w'^xhxn mviptrif imä) bie fid^ ber SBertl^ be§ 3Cu§brudfö bar^ 

ftelWe. 2fter e§ ift eben fo gut geflattet, bie 5S5urjel ber f)otenj 

aI8 Mebengrope, i^reu ©y^onenten {)ingegen äI§ ^au})tgr6fe 

«njune^nten; 2(ISbann aber (egt man {t(| eben babur^) bie 

SSetppidj^tung auf, im SBertl^ ber ^otenj, wenn eS überall 

xttiQlid) ift m einer. 3lei^e barjujteflen , in weI4)er ber ©runbs 

factor nur ju ben ßoefßjtenten beitragt ^ »dl^ren* ber &poi 

nmt bie .^au:|f^gr6fe l^ergibt, na6) beren ^otenjen bie Stetige 

felbjl fortfd^reitet es ifl ni#t fiberfJiffig biefe tjerfd^icbene 

5Cnftc^t ier mn\lid)cn 3alS)lenform, weil fte auf ben ©ang il&rer 

entwitflung wefentlid^en ßinfluß \)'at, burd^ befonbre Mnp 

worter fefliul^alten. ©ine ^otenj, bep welcher bie ^aui)tgr6pe 

nut in bem ©runbfactor liegt, mag il)ren bi^^erigen Siamen 

U^alUn. (Sine ^otenj i^ingegen , bep n)eld[)er bie ^auptgro^e 

auf irgenb eine SOBeife im ^yponenten erfc^eint, foU bie SJe^ 

nerinung einer ä^xpotietiiiaigroge fu(;rem 

I, SwwöÄmcntalaufgabe für öie Kntwidlüng von ffij:po« 
tutisiah (Br6gem - 

Sie einfad&fle, ju einer ©ntwicflung Unla^ gebenbe gprm ber 
eigentlid&en §)otenj war (l + x)»*; i()r 9JefuItat gibt ber bin^ 
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mifttc SeHalfe» feoBtcn wir jtc M ^vpomniial^xh^ bettai^i 
tm, fo mu^e bfe Scjeic^nung gedntctt werben, mfofcrn wir 
We einmal angenommene ®en?ol^nl)cU be9bel)alten wollen, 
Slebengr60cn burc^ bie erjlen, ^au^tgrofen burcb bie letzten 
9vi6)^ahm be6 Alphabet* anjubeuten* 60 würbe jte etwa 
fcurc^ (1 + a)"^ bejeic^net werben muffem 2)iefe TCenberung 
fcer SeidKi? ^^inbert nun feineSwegeS, ben binomffc()en ße^rfa^ 
xoü^tt für alle 5!Bert|)e, bie bet Opponent x befommen mogs 
te, ünbcbingte ® filttgf eit "befi^t, auf jte »anjuwenben, unb 
bie il^m gemäß geformte Steige 

«&rbe afö materiel richtig anerFonnt werben mfiffen. 3(bet 
ber SSerßoß gegen bie Serm fprange auf ben erfien SdM in 
tfe Äugen. £)enn e^ iji eine 9{ebengroße, naä) bcren ^oUm 
ym^ bie 9iei^e fortgel^t, unb il^re ßoefftjienten tnti)alten, in 
J&iSbr&dfen', bie immer tjerwicf elter werben, biejenige, wcld(^f 
oB ^au^tgrof e ben S$ortfc|)ritt ber Sleii^e regieren foUte. 

JBit l^aben alfo bie gtage aufjuwerfen, ,ob nic^t tjielleic^t 
We Mnomifcl^e Sleibefelbjl fo umgewanbelt werben fann,^ baf 
fte an^ il^rer bi^^erigen ©ejialt in bie jejt beabflc^tigte übergelSit. 
Unb batoott ijl bie ^6gtidS>feit im 3Clfgemeinen nitijt fc^^wer ju 
entbecfem 

6« fmb bie ©inomiatcoeffijienten , weld^e in i^ren So^- 
lern unfre gegenwärtige |)au^)tgr6|e entf^alten* 2Jiefe Sanier 
jtttb, in SSejie^ung auf ji'e, nxö)tö anberS als ^robucte auö 
melieren formen beS erften @rabe§* SetfeS t)on if)mn Idft 
^ burd^ wörflict^e 3Rultiplication berechnen , unb bie barauS 
entfpringenben gormen, mit ben in ^ben einjelnen ©liebem 
iu ibnen afö gactoren geborigen Siebengroßen \)cx\ef)n, laffen 
ji^ in eine ©umme 5ufammeniiel)n. ©0 entf})ringt au^ 
im erften ®liebe ber binomifc^en SReibe x. a, bie gorma.x, 
008 bem jwepten x. (x — i) a^ bfe gorm ^»x*-^*x, au^ 
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1.2 .3 3 ' S 6 

un\> fo ließen fic^ au6) bie folflenben ©lieber i)on t^r burd^ 
gemeine 9Rutti})Iication in gönnen aiipofen , weld^e rea^lmd- 
ßig nad^ ^otenjen »on x fortfc()reiten , unb ftd{) alfo ju einer 
einjigen &\)nU(i)tn 5ufammenjiebn laffen würben., 

2tber e§ ijl melfir afö eine ®cl(^n)ierigfeit tep biefem @e5 
f4)afte; toeld^e i^or^er enpogen ju tverben oerbient* 3uer|l 
entjle^t wol^I bie Srage: i(l übtx^aupt auf biefem SBege eine, 
AOgemettte Formel miglic^? @oMb ber @^))onent x eine 
negatit)" ober gebrochene 3al()l i^, f#'eßt fic^ bie binomifc^ 
SReibe nfc^t^ ebenfowenig alfo 'a\i6) wirb fi^^ aßbann bie 
e?:j)onenjiaIrci^e fcbtiefcn fSnnen» 2Cber wenn ber ©rpiment 
eine ganje ^jofttiüe 3al^I fepn foH, fo fcblicft ftdb bie binö- 
mifc^e Keilte aUerbingS; e§ ^d)mt alfo aBbann au4> bie (&- 
))onenjiaIrcibe abbre^en 2U mäffen, unb. bieSiji unm.&gH4 
wenn pe unter einer einjigeh gorm entl^atten fepn foH* 2)iefe 
' ®c^wierigfeit fann gehoben werben» @S ijl erlaubt, bie gormel 
be§ binomif4)en tel^rfafeeö für jeben Satt in unbejümmte 
3Beite ^inau§ ju gebrau4)en , unb jeber nac^ 'i^r berecl^neten 
9)otenj fo t)iele ©lieber bepjutegen alS man will, wenn tiat 
iebe§ biefer ©lieber na6) xf)m SSorfcbrift bered^net wirt 
©0 ijl ganj richtig t)on Ol + a) * ^^^ taufenbjle ©lieb 
2. (2 -1).. (2- 999) a' ^^^, benn ber Soefftiient biefeö ©lie^- 

l *. . i 1000 

be6, wenn man i^n würffici) berechnet, ^at o jum Factor. 
SRan barf alfo, aucb ffir ganje t30jttit)e(Sr}>onentenJt>ic'8lei^e 
be6 binomifdj^en Sel^rfafeeö atö eine unbejiimmt fortlaufenbe 
betrachten» 

eben barauS ^ber entft)ringt eine jwepte ©c^wierigfeit. 
Sebeö ©lieb ber binomif^en 9Jei^e / wenn man ben Saf}ln 
feines 6oeffijienten burcb wurHid^ angefteUte SRultijjIication 
auflojl, t>erwanbelt fic^ in eine Sorm, bie na^ ^otenjen 
wn X fortfdS^reitet SSJir werben fogleic^ fe^n, baf jebc toon 
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Mefim gotmm mit in erflen ^otenj t)on x an^it, mh 
regebnaßig tturc^ bie naci(^ft^&^eren fortgel^t @o(c^er formen; 
Mc [x^ julc|t in eine ©um;nc jufammenjfel^n foUen', wirb 
e* alfo eine iinbe|iimmt fortfaufenbe SRenge gcbetu Unb 
eben baruni tt>irb auf biefem SBege feiner von btn einjelnen 
ßoeffijienten , bie beh ©liebem jener ©umme beigelegt n>ers 
ken mfiffen, atö eine gen^iu bellimmte,' völlig gef4)fojTenc} 
®r>fe bargejlellt »erben f6nnen; jeber wirb alS «ine Steige 
einjelner a^eile erf^^einen, welche nur xoM\ii)xli^ abgebrochen 
i|l, ifnb bep weiterer Sortfefeung ber ganjen Sntwicffung aud^ 
u6) fernere Sufafee befommen ^aben würbe» 2)iefe ©c^wie^ 
tijfeil ift bep bem unmittelbaren Uebergange von ber binomi^ 
iä)m (Reibe jur er^Jonenjialreibe nid^t ju vermeiben; jeber 
Soeffijient ber teureren muß babep aB eine, ber volljianbigen, 
jefc^Iopnen ßntwirfrung nid^t fdbige ©rSfe, eben fo wie 
Me ganje Steige felbji , angefel;n werben ,^ unb wir muffen 
im§ für ben 2fnfang begnügen , nur ba§ ©efefe ju ergreifen, 
mm6)*^ä) bie ßnt^vicflung ber einjelnen ßoeffiiienten in 
^wm gortfd^reiten crb.alfen» £)b biefe ßoeffiiienten wurttic^ 
bejlimmte Sal^fen ftnb, beren SBertbe in gefcbloffenen Ttuä^ 
btöcfen angegeben werben ttnnen, läßt fiif erll fpater 
toirtbeifcn. 

äBir wollen ben 3Cnfang ber vorjune^menben Umformung 
kamit machen, baß wirbaS er|le ©lieb ber verlangten ßypo^ 
neniialrei^e , beren 2Cnfang8gKeb 1 fepn wirb,,ba6ienige alfo, 
»0» in x'-muItij)Ucirt fepn muß, ju bePimmen fuc^^enj ein 
@ef<ftdft, wobep eö bfop barauf anfommt, bie einjetnen 
a^eile, worauf fi^ ber^ eoeffijient beffelben jufammenfefet, 
ÄttmiBg jufammen ju fihben, unb bie Siegel, welche fn i^nm 
Sortf^ritt l^errf^t, ju entbetfen. ^Im gibt iebeS ©lieb ber 
Mttomifc^en 9Jeibe, wenn man bie Satter .bc8 in ibm 
entbalfenen SSinomialcoefftiienten entwitfclt, einen SE^eil, 
weiter in x' multi)>Iicirt ifl; e§ entjle^t alfo, allgemein, 
berruÄ^ett beS Soeffijienten, ber ju x* ge^crt, mi bem 

^2 
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rte« Olfcbe bec b{nom{f4)en .Steige» Sefarntttfc^ Ijl twn 
(l + a)x t)a0 ile ®Ucb = X >(x— l).>(x-^[r~l)] an 

9Bti: i)ratt(I;en t^on bem 9>rot)ucte , n)eI4)e8 auS Ux dntxc^ 
lung t)f$ 3a()le¥^ in feinem ßoeffiiienten entf))ringt, nnr M 
niebrigfle ©lieb, ©et er|ie gactor jene» ?)tobuctö ijl x fettft 
ieber bet anbem ijl eine gorm beä erjlen ©tabeS, unb eS 
jtnb bie negativen ganjen 3al)(en na6) Ut 9iei()e , welche bie 
jwepten Z\)dU biefcr gactorcn bilben* 25aö niebrigjle ©lieb 
eine& ^robuctö emäc^jl mh benen feiner gactoren; man' muh 
tipUtixt alfo X mit jenen legten SE^eiten ber übrigen gactore^i 
(- 1) • (- 2) ♦ . [- (r - 1)] tinb man erhält ba6 SSetlang^ 
©aju muß bet SRenner be* ßoeffijienten, unb bie f)os 
tenj a^; ju welcher er al8 gactor ge^6rt; gefugt »erben 
("l)>(-2)..[-(r-i)]a^ ©iefer JCuSbrudE ijl no.c^ einer 

3(bfurjung fd^ig. SRan fonbre t)on iebcm bcr negafiöetr 
gactoren im Sanier (- i) ab/ unb jiel^e blefe i^re SRuItii^Iii 
wtoren in ein ?)robuct (-1)»-^ iufammem 2(Kbann entlaß 
ber 9lenner alle gactoren bed Bd^ler^/ unb nod^ einen/ vm 
eine Sin^eit, aB be)p ^6(^jle t)on i()nen; größerem @o tpirb 
fic^ alfo^ burc|> 2Cuf()eben ber gemeinf4)«ftnc(^en , ber JCuöbrucf 

auf (-!)*•* • -7aif jufammeniie^n» 3n il^m ift ba« ©cfeft 

ber 9lcif)e üoüjldnbig ent{)alten/ n)oburd(> ^ä), in fortge^ 

l^enbcr entwicflung, ber ßoeffijient för x' auöbrurfen wirt 

SKan fefee für r bie fucccffioen ganjen äal^len, fo erhalt 

man aUnidlig iebeS felicb ^ bon if)Y. €§ jlettt alfo 

a* a' a* a^ 

a — j + — — — -• (-t)^-*-- ben Snbegriff »er^ 

genigen ©roßen bar, bie fic^ alS ©ntwicflung ber ©rofe er^ 
öeben , tueld^e ben ßoefftjienten be§ erjlen ®(ieb|S ber dxpOi 
^eniialreü^e für (i -j- a)* auSmacJ^t 
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3fttf • a^lifi^)^ fiBclfe^ wie wir för ben erj!.en ßocffijicnten 
ber G]c))onenjialrei][)e einen 2(u6brudf gefunden l^aben, laßt ftd^ 
ein fold^^r aui) für ict>cn folgenden erl^aften* 9l«r werben 
bii SSQiel^iingen uerwicf elter, unb beb&rften/ itm auf eine 
einfacl^ ©cjlaft jururfjufommen, fernerer Unterfiid^ungen» 
9lan fteQe ^ä) wieber bie anfdnglid^e binomifd(;e 9iei(;e t)or. 

. 1 2 n n+T 

l+*S5a'4.*iBa«^.4-»S3a«.,+»a5a^+», unb^ verlange 
je^t allgemein bcn ßoeffiiienten ju xn^ weld^en bie Uniform 
ßiung geben wirb* 2)erft befanntcn ©efefee ber SSirtomiat 
ceeffijienten gemäß !ommt biefe ^otenj \>t>n x jucrji bep ber 
ßnfwfrftung beS nun unter i^nen fetbfl, nad^l^er aber bep bier 
iebcS folgenbeii gleid^faS in einem ©liebe ber barau^ ent^ 
jjjrfngenbeit; nacf> x georbneten , formen t>or. SBill man 
ölfo/ allgemein, be§ ßoefftjienten, welcher x» angef)6rcn wirb, 
Ttm Z^cil baben , fo ne|)me man ba^ iu unter ben ©lieberri 
ber bim>mifclS)en Steige / in wet(i()en x» ju finben fcpn foff^ 
b. ]&♦ baS rtf nad[> bem, worin cS juerjl onjutreffen war, 

mftlW« bö* M + 1'*« t)om 2Ciifangi »35 a^^ '. 2Ran entwirfte 
beir B&filtt be« Goeffijienten in eine nadj^ 5>otenjen beö x 
foctfd^eitenbe S<>nnf beb<^lte aber aixi bie(er, mit be)[>gegebe^ 
nem'9?cnner unb jweptem ^au^^tfactor a«-^», Wog ben 
ZiftH, in be?n,ß4> xn befinbet, unb man M ba$ ©efudt^te. 

8lun aber ifl bet 35^Ier ein ^robucf aui ben jwept^eill^ . 
m gormen be« erpen ©rabe«, (x-o)(x-i),..[x-.(n+i'-l)]. 
^ muß aus bem SSorbergcbenben befannt fepn , wie ftc^ 
jebe* ©lieb eines folgen ?)robucfce bilbef» @eine 6oe#ijienten 
fbb CtomynationS::;Snbegrife aui Un ^^)fUn Zi)dUn ber 
^cs^m, a!d.unwteberl^o(baren @femenien, ju einer klaffe 
9#rig, bereu Slang,, mit bem ©rabc ber S)oten5, ber fie 
oB iebeSmaßger Soeffiiient angeb&ren , bie Xniäbt ber überall 
t^anbenen S<^toren a\i^ma6)U Sn 3eic|^en : bep bem oben 

«ttgebeuteten ^burte Ijjat x« jum Coeffiiienten C[o,(-i), 



-* 118 — 

(-2)..-(n + r-i)]» -gfigt man Wefem^ wi» UnC 3i()Ier 

9)otenj t)on a be^, fo cr^lt man. ollgcmefn, aBba$ rtt @t{«b 
bev Steige, in xoM)z fic^ ber nt< 6oefftiient ber @]rt>onen3ia& 

rei&c.cntwicf dt, CC-i^-SM^-Cn + i'-OJa^^-A 2)fe fWofl- 

1.2 . . (a 4-r) 

Aiö^Uxt einer inbe^jcnbenten SSejlimmung für bic gewünfcl^te 
@):f)onenita(ret^e tjl alfo nad^juioetfen. 

2(ber bicfer Äuöbrud; obf4)on, tjermoge feiner , ieber eins 
. jelne ßoeffijient Uxtd^mt werben fann, ijl fc()r »etwidCelt. 
Sinn barf man jwar aUerbingS. ijermutljien/ baf fvä), bt^ 
toiixtüd) angejklttcr S5ere<^ung , äufammenjiel&ungen mad^cn 
{äffen wrben, »ie jie, für nzii, b. ^» für ben erften Goefffc 
jienlen ber ßjrponengialreibe würflig im SSorljergel^enfccn 
gereijict »orben finb» 3Cber e6 m^gte f4)wer fepn, burc^ eine 
birecte SSetrad^tung baju ben SBeg ju finberi» Unb ba o^ne^ 
^in fftr bie tt)urHidS)e SSere^^nung bie recunirenbe JBellimmung 
Immer bequemer i|i, aK bie inbepenbente , fo btlbet ff^ ble 
grage t>en felbjl, ob nic^, ba bie 9R6gnc^feit imb a5e|ltmmfc 
|)eit ber @)rj)onenjia{»ei]^ Jfeinem äweifel unterliegt , unter \>m 
fiiccefTiDen Soefpjienten biefer SReil^e ein gegenfeitiger 3ufam* 
menl;ang jlatt 1)at, fo baf ibre JBejie^ung recurrlrenb ouSgts 
brucft werben f 6nnte ; wöbe? ber erjle öon il()neny toele^et 
natürlich feine Sfecurfion geben fann , aK gefunben im 
Siorberge^cnben t)orgu$gefcfet werben muf te. ©ie inbei)enbenle^ 
eben abgeleitete gormel, bere4)tigt unS, ju fefeen, baß, wenn 

unter A, A,».A, ©rJfien verpanben werben , bt% t)ott ber 
3al()l a abf)anQm, unb ton- benen namentli^ bie -efjle/ 

(l + «)\=:i+Ax-h Ax»... + Ax» .. 
«ngcnommeu witim barf. • 



XAt SKctl^obe ; wobep man bU S^auptdtl^e, mä) bmii 
|>i^naitt bic ©ntwitfrung fortfdbreitct, unb bic jete^ bclie^ 
Ugm SOSctt^S fdtiig fe9n foQ; afö einen Sutpad^d annel()menb 
gi^ntt, me(d^er ubrigeng fo n)ie(i(felbft Knbejiimmt bleibt; 
tabe9 auf be^ anfdnglicl^eu Sbentitat be|tel^t, auc^ wenn man 
itnm Bimaä)^ aU ^au^tgro^e anfel^n, unb md) feinen 
fttcceffit)en ^tensen fernst entwicEeln wollte , ful&rt au^?' ^ier 
ft^x furj iuttt 3mi* 

3\t (l+a)»= i 4-Ax^ +Ax». ••+AxT -h' A x'-»- ^ . ., 
fo ijl aixäf ^ 

(t+ay^^)=i + A(x+z)'+A (x+z)» • . +A (x + 2)J + 

+ A(x + z)'-»-i 
3Cbct (1 + a)(* +«^) rz (1 + a)^ • (i + a)*. @e^t man für 
febett Wefer gactoren feinen, 85Jcrt|) a\xi bet ©tunbfbrmel, fo 
et^to man: 

(i4-Ax*+Ax*..,+Ax».»0:(l+Az' + Az^'...+ 

'Az».0=:i+A(x+z)+A(x + z)».^4-A(x + z)i^ + 

VaCx+z^-^^.*. 
entwicfelt man boä . biffeittge ^robuct , nad^ .^ofenjen Wn 
» ttttortnettb; fo wirb baö JlnfangSglieb i 

tH.Ax^ + Ax»... + Ax*..0- 
'«ntwicfett man im jenfeitigen 2CuSbru(fe, alle 2(nfanö§9fieber 
*Äu? ben barin enthaltenen ^otenjen von x-f z jufammens 
fäffcnb, ba§ borau^ entjje^enbe totale 2(nfan8§9ßeb, fo wirb ef 
wn felbji ibentifc^ baS nemlid&e- 

gemer wirb ba^ in z* multipliclrte, alfo erfte na^ifot 
flenbe, (Stieb biffeit^: . ' ^ 

(A+AAx + AAx^*..4-AAx».0z 

bö« arei(iS)faB in z^ multi*)licirte jenfeitS, ol^ Summe aöet 
erp^n noc^folg^nben ©lieber, bie avii ben bort tjerlangten 
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fwcccffitjen 99Unim iet ®rffe x+z^moxtietm, ift: 

a>fe not^wenbig onaunelf^nienbe 3t)entitat bepbct (Sfieber 
t^erlangt Sbcntitdt ber gormcn; wcburc^) fic^ i^rc Goefftiien^ 
tcn au»riirfen, mitl&in, baf aHgcmcin baS itt ©lieb 6er 

einen =: A Aj.» bem rt« ber anbem (r + i) ^ ^x» fe^n 

auf- Daran« ergibt fi^ foglefc^^ A^rrA.^A^ eine 5»ecnt- 

pon ber allereinfa(|>#en Zxt Wlan tx^alt jeben forgcnben 
Qotffiimttn, voinn man ben nac^fr^or^erge^enbcn aufä Sleue 
mit bem erfhn mtütiplklit, nnb bie« ?>robnct tnxö) bJe ä^^l 
be« gefugten btoibirt. di bcborf »o^ feiner (SntwicKu^ 
bap icmgemdp bie fucccffioen Soefpaieuten ni^ä anbert, 
afö fucceffiüc Dotenjen t>a erflen, biijibirt bur* bic f)ermib 
tationöja^ren ber eigenen ®rabe werben mujfen, baf alfo 

Az = A'+' iß^ in weI4ier gorrael, A aK befannt 

1.1... (r+i) 

ans nrfrrungli^er S5etrac|>tttng DoranSgefeftt, fid} bie inb^*. 
J)enbente SBeflimmnng beS ©efuc^ten in ^o^^per ©nfad^beit 
barpcOt 3»an IJat alfo:, 
(i + a)^=±^AjL + A^+ A^'+ .. A^x^ + .. 

1 • 2 1.S.3 l.S..n 

wobei? A=:a-a» + a^- a^+ . . (>!)«-*, a^^ -f , . , 



SDIefer er|le ßoefpaient ber erponenjiatrci^e, t)on welchem 
alle folgenben ab^^angen, ip aB eine bcfonberS wi4)tigc 3# 
bep bem ©ebraucj^e ber JRei^e ansufe^m & ^dngt lebigK^ »im 
bem ©mnbfactor ober tcr 25ap», i + a, ab, wcldj^cn man für 
bie ju bcrcd&nenbe §)otenj angenommen '^at, unb dnbcrt pc& 
ni^^t, fo lange biefe IBapS beibehalten wirb , welche« auc^ ber 
grjjonent ber ?)otenj fe^n möge. 9?un j>Pegt man- aKe Do^ 
tenjen, bie au^ bemfclben ©rnnbfactor entpel^, afö ju cinm 
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|>otenjettf9Jlem pi^ht\$ ju Utta^ttn. Unb In fofcm batf 
il^ait fagen; für j[ebe6 befonbre ^otenjenfpfi^m ^at ber erjie 
doeffigient ber ^fpenmiialnü)^ , unb mit i^m jeber folgenbe; 
ctnm unabdnbertid^en Sßertl^ 3ttt Tibtütiun^ tooUm n)ir i^n. 
t^fn moonitis b€d ^otenjenfpflemd nennen« 68 i(i alfo ber 
SSo^uIuS eines ?)otenjcnft)jlem« eine 'bejiimmte; »on ber 
S^a9& beffelb«n abbängtge 3<tbl; wirb bie feaft§ burcl) i + a 
auSgebrucCt, fo entwicfeK fi6) ber SJZobuluS burcf) bie Steige 
a — a*-j-a^^ — a* + *»» = A. 

3Die @r})onenjläIreil&e felbfl mad&t e« tinS mh^Hid), untge^ 
Wj^rt, für jeben beliebigen SBertf), tt)elc<)en ber ÜRobuIuS b»^befi 
fM, unb aus i^m^ ju finben, welcber jugel^Srige SBertl^ ber, 
SoftS gegeben »erben muf ♦ Denn man fefee in biefer SReil&e 
(1 + a)^ rri + Ay + A^ x^ + > . A» X» + , , 

.f&r X ben 2SWI^ l an bie ©teile , fo wirb fie 

1.2 rrsTn 

gfftattet e8 alfo , ben SRobuluS A anjunel^men; unb <kui iS)m 
We JBafiS 1+a, ^r »el^e er gebort ^ ju bejlimmeti* 
ttnfre Äentnif ber SSegiebungen iwifcj^en 85afi8 unb SJfobuluS, 
fbfem fie o^ne gefd^lofiene aritl()metifc^e 2CuSbru(!e^ burd^ 
&itxoxälms in Steiben, gegeben werben !ann, i^l biefem 
Qtma^ .t)o(li!anbig/ unb berubt in ben bepben loor^iu entwidCel^ ^ 
ten ^aujjtformeln 
Modul. bas.(i+a)=a-a*>^a^>a* + .. (>l)«-*a"-f. ' 

Basis aiodüL A = 1 + A + A* + A^ + , . A" + . . 

' X • 2 1.2.3 X.2.A 

ittb tiefe bepben ©jpedalformeln, loerbunben mit ber;®runbi 
foowel (l + a)?^=:;t + Ax+A»x*;..+ A«x«.«. maä)m 

bie @runblage aBer anall^tifcbet\ S3>etrad[)tungcn unb iBerec^^ 
imtogen; welche §)otenjett afö @);^onenitalgrDfe''betreffeni (kv&* 
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II. 3Da§ nat&tli^e p^vni^nfrftem. 

Sofern rin ?)otcnjcnf9Jlcm au* bcr eitponcnjialrel^e bcric^fs 

net toerten foU; unb eS &b(igen* ber äBiOfulf^t uberlaffen 

bleibt^ toetc^e fi3ftft* man i^m unterlegen n>t((; erf^^eittt ba$: 

"" ienige un(dugbar al* bad einfa(l(){!e/ fär n^elcf^c* Arzi/ mithin 

bieJBafl« l + a = i + 1+1+ i ^ > . + 1 . .* i|t 

^ 1 » 1.8.3 1.8..11 

SBir »offen inßFunftige ben ®ert^ t>on l+a^ wer^^et 
ftd) auf biefe Hxi aud A entwicfett, burd^^ ben S3u#aben e 
Anbeuten. £)b unb toteioeit et wüxtli^ bargepeUt tverben 
lavtn , baoon n^irb na(f)I)er be9 ' ber Zfycom ber numerif^en 
©erec^nung ber ^otenjenfpileme bic JRebe fepn» 

Unter ber SSorauSfe^ung , bag ti in ber Z^at eine ha 
flimmtei 3a()I e gebe^ für »eldi^e A = i wirbi gilt für ein 
09{iem, toelc^ed biefe ^abl e jur IBaft* er^dtt^ bie gormel: 
e» IT 1 + X + x^ > . . xn 4- , , , 

1.2 1 ..n 

@ie ift augenfi^cinlidE) bie elnfac^j!e ®tftaU, unter welcher 
in %h^ä)t auf bie ßöefffjienten, bie" @r})onenjiaIrdlS)c ep 
(kleinen fann, unb beStoegen })at man baö ^otenjenf^em, 
ioe(d[^em fte angehört, ba* natäclic^e gena.nnt« Sn alteren 
Sc^riftfteQern fu]()rt ii ^en Slamen be§ |^)rperbolifd^em 
2)ie tI)eoretifd[)e 2Cnal9{i§ bcbient ftd(^ in i\)xcn (Snttotcflungen 
audfcf^Iie^Itd^ bicfe6 naturlicIS)^» ^oten^enf^fiemä* 




©enft man fid() ein ©Altern üon?)otenjen inbiefem natör^ 
li^tn ©vjleme atö bered^net, fo wirb e& leicht fepn, audj> 
für iebe anbre ©rjJonenjiargroße^ beren S3afi* wißtu^rli^) 
angenommen fepn mag^ b» ben SSJert^ ju entwtcJeln* ^an 
nel^me bfe SSafi* btefe§ ©t)flera§; b, unb fud&e bie ^otenj 
be« natiufi(iE)en ©yflemS auf, beren beredS^neter SBert^ i^W^ 
foramt. @ie fep e^=h. 2tiebann tft b«=:(eB)*=: e»«, 
unb man l&at alfo 
b^r:eB^z:i + Bx + 1B^.. + B»x'> + . . 
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gft lomtnt in bet t^eotc«f(|cn Zml^^li fflten Dor, böf ein 
onbrc» ?)otcnjcnf9Jlcm aB fca§ natüvHd&f im ©anjcn tUt 
Uli €injefncn bercd(met werben [dH* Einige m^m aRobiftca^ 
Üeiren* bcr ju biefer 3tbfidf)t eben gegebenen gormel wirb ba« 
»S^PeÄaj?(tef enthalten.* 

III. de aügemeitte Aufgabe, im ntttötlic^en eyflcih eine 
Potena 5tt ema>icfeln, t)crcn ffirponent felbfl eine nact) 
P<Ken3eif einer gemiffen ^auptgt6ge fon(4?teitenöe Sorm 
feyii foB/ f«nn nun o^ne ec^^Jietigfeii gel&fl n>et^€». 

A. <©oII bic§ burd^ inöepenöente »efllmtpung gefdS^^n, 
fo neunte mm ben allgemeinen 2Cu6bru(f: 

fe^e für ))en ÄugcnblidE feinen e^ponentm: 

fo ^at man bie gunbamentalfom e% »el*e but^ bie bereife 
abgeleitete ©ruhbretl^e: 

1.2. l..^n 

fntn>i(felt toerben fann* 

\ SRan ne^e nun bie einjefaen ©lieber biefer fRni)t, fefee 
in iebem berf^Iben für z feinen urfprungli^en SBertl^ jururf: 
1=1 

z TU (ax4- ax*.* 4"*^^*0' 
z* zrj_^(ax + ax» . . f ax* . .)* 

1.2 X.2 

z« = 1 (ax + ax* , . + a x^ , .)« 

irnt) enlwitfle aUe biefe 2fuSbrfi(fe, um il&re ©umme in eine 
ctnjijge, na^ ^otenjen ^on x fortf4)reitenbe Sorm jufam^ 
tnenjujicljn. . ©§ fommt babep nur barauf an, ^otenjen wn 
ganjen unb pojititjcn ßx^jonenten ju berechnen» 2(Ügemein 



werbt t)on bcr »efuftircnben gorm bo« ®It€b t^erlangt/ wd^eS 
x" enthalten foll. 3ebeS ®licb ber einfachen e):))oncnjialrci^e, 
i9om erflen, n^orin z< t)or{ommti bid jum nun^ toel^ed z» 
in ftc^ Wit^U 0i^^# ^^9 ^^^ @ubflitutton be» angenommenm 

ffiScrt<)e« fiir z r: a X* + a x^ • ••+ a x» . . einen Ä^c« t)er, 
welcher in x" muKit3Hcii:t fepn wfrb» 6^ fcftt fi4) dfo bet ge- 
forberte ßoefftiunt au» tbm fo DieEen Steilen j^ufammett; unb 
wix n)erben aKgemein fagen bürfen, baß an^ bem hten ©liebe bec 
6j:|>onenjiaIrei^e , z^/ w enn toir e3 entoicfelu, bet bte S^eil 

1. 2.. h 

beffelben feinen Urf))ning neunte, t)orau§ciefe^t, bafi h eine 
3abl/ bie j»ifc^)en 1 unb n tk^t, bebeiiten foH 2)ie grage 

ober, wie ba« ®Kcb au^ z**z:(ax + ax^^. + ax^^,)i», in 
welci)em x" t^oirfommt^ befc^affcn fep, beantwortet ftdj^ Iei(|it 
otiö brt einfa#en SJege! beS l)o{pnomif4>en 8e^rfa|e«* 2)ic 
ßoeffijienten t)on z^ pnb ßornbinotienen ber hun ßiaffe au« 
ben Seefftiienten ber ©ranbform aB Slementen ; bie ®itmme^ 
weju fte 0e(&ren foKen; jeigt bie ^otenj t)en x an, beren 
Koeffizienten man forbert 2n 3cic|^en: ber (Soefi^ient ju 

X« and z^ wirb [epn °pC> 3n biefem 2tu8bruie ulj^ ^ 

i..k i.S-h 

man ben hten S£]()eil ber @rofe gefunben, we!(i)e be^ t)oHi 
tlinbiger Gntwicflung imfrer ^otcnj gu x»aK ßoeffifäicnt 
geboren »irb^fo baß alfo biefer ^aiije ßoeffijient burc|> baä 

h h 

Sewi^en »••»JS^/"pC\ angebeutet werben fantt* e« ijl a!fo 






bie gfenje Siegel ber JBerecJinung in fofgenbee Sormel fr\tl)alUn. 

t a 3 X ^ 

Um ax' + ax^ + ax'^.+axn.in eine nad^ ?)otenjen t>on 
X fortf4)reitenbe gorm auftulfefen, ne^me man bie ßoeffijienten 
be« ©runbform a, «^♦•a>,\ aK wieberl^oftare ©kmente, attS^ 
benen. eombinationSfowen geWlbet w^bcn foUen^ unb bie 
%et()e 



v.l. 2 • V 1.2.3 1.8 • 

gibt bU 'gefotberte (Sntoi^ung^ 

^atte bie gorm bet angenommenen ßiqjonenten ein ©lieft 
entsaften , worin gar feine ^otenj ber ^au^tgrof e tjorgefom? 
tnen toare, fo voütie e6 am einfac^flen gewefen fepn, b<e 
fpotcnj aK ba6 §)robuct jwepcr a^ibem ju betrad^ten, fo baß 
ieneS SCnfangöglicb beS Opponenten bem erjien gactor^ ber 
ganje fibrige SE^eil aber bem jwepten, afö Opponent be^geges 

t % t 2 

teiware- Sn3c(*en e».e(* + «*^+***-0 = eSe("'+«x^-.) 
3Det erjle gactot ließe fic^ aßbann, werf er bloß Nebengrößen 
aO^U, obnc weitere/ entt^itflung bc^belfialten ^ ber jwepte 
aber fiele genau unter ba^ eben betra^tete &(ifma iurud. 



35k atlgemeinjle gorm einer erponenjialgrSße , beren 
fiÄifi6 aB 5Rebengr6ße gebacbt werben fott, würbe ik fofgenbe 

f<9n b V.a X« + a X-«- J + a x* t.2 V* 

3^e ©ntwirflüng aber fJnnte leicht auf baJ SSorbergel^ent^ 
juröcfgepi^rt .werben, ^an mußte nur juerjl i^te IBiafiJ oXi 
ftetenj beä natürlichen ©pjiem« barju|lellen wiffen bne^^ 

»8bann würbe jTe eß (ax+ax «+ J + ax*-fc !^J, m\f man würbe, 
um fie femer ju entwitfern, wieber für ben 2CugenbIi(f i^ren 

o 1 

€riDonentcn B (ax« -f ax«+J**)zrzfe|en, mitbin fle auf 
bie einfache ©efialt e* jurüdfbringen* X)te einzelnen @({eber 
ber borauS entftebenben Stet^^e ließen ft^ aud), weil jebed t)on 
ibnen eine ganje po\iÜt>e ?)otenj t)on « entb^It, febr leicht In 
Sleiben auflofen, bte nad) |)otenaen: ber eigentli4)en S^aupU 
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fltofe, X, Iforfa^^tt wfirben. 2Cber Wcfe formen wfirfli^ ga 
timr einjfgen burd^ 3Cbbft{on jufammcnaujic^n , mmhQU 
man im ^jfüigcmcincn ni^t miUt. iDcnn t>ie icrjie 'JRei^e, 
aus z' cntf|)run8en ; pngc mit x« an, burc^ x«^-^^ x«+2» 
II. f. w.fortlaufenb} bfc jwcpte, wel^c auö z^ i^rcn Urfprung 
tiimt; würbe mit x2« beginnen, unb burc|) x2«+j/*x2«+2» 
II. f. xo fortgebn; unb fo VDurbe überhaupt jebe folgenbc mit 
einem nac^ji^o^eren S5ielfacl[)en von h anheben/ unb bajfelbe 
In V^xzn folficnben ©liebem, mit ben fuccejTit)en S3ielfa4>cn 
Don ^ mxmi\)xi, bewal[)ren. 3Crfo nur Ux) gewiffen bejlimmten 
^SBer^drtniffcn jwifc^en a unb ^, ober genauer nur bann, 
wenn' a ein SSielfadl^eS t>on * wäre, würbe eine SSereinigun^ 
biefer Steigen ju einer einjigen, x>m a|)'nli4)er ©ejtaß, wie bie 
©runbform beS angenommenen exponenten, möglich fepm 
es entjie^t ffci() alfo eigentli^^ eine folc^e, aßgemeiner auS^s 
gebtutfte e^jonenjialgrife, ben bisher gültigen ©efe^en ana^ 
Iptifc^er ©ntwidfung» 

B. 25ie allgemeine 3Cufgabe, eine eyj^onenjialgrofc tef 

gorm e» »-*■*»*-*-•• ju entwitfeln, ^at im SSor^ergel&entctt 
l^re itiöepenöetite 2tufl6fung t)olljianbig erlfialten. 2tber bie 
2Cnal9pS forbert mit 9iec^t eine teeurirrenöe alS bie jwcpte 
Jg)auptform ieber ßntwirflung* . ttnb wir ^aben nadSijufud^en, 
ab fk^ »ic^t swifcfeen öen Coefftiienten 0er »eiJ^e fft^ 

Z »v O I 2 

e«-*" **"*'•. r:A4-Ax4-Ax»..cin (Bcfe^ Oee gejenfci* ' 
tigen Sufammenl^anga ctitöecfen lagt/ öurcb ^>z^zn -^ölfe 
ieoer folgende von i\)mn aus Oett vor^erge^enDen berec^^ 
net n>erOen fann. ,n 

a. 9BiU man biefeS Ourc|> 2(klettung öer recurtirenOen 
23e(ltmmung au« der inDepenOeiiten leiflen, fo fef)tt bie 
^anje Unterführung fajl ungednbert wieber, weld^e bep ber 
JCbleitung einer SlecurftonSformel för bie Goeffijienten ber ^os 
tenj eines ?)otijnomiumS bereits angepeilt worben x% 25a8 
inbe})enbente ©efefe unfrer (Soeffijienten gibt 
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©iölfor i.^h, fo fiele e.t t^iflig mit t)e4n für We ßo^ijienten 



eines Quotienten iufammen; welcher fiä^ au8 - — pr-^ 

enfwitfelt, fi) »urbe alfo, tme für tiefen, We recurrirenfet 

r 1 T— i k r— k » r o 

Somiel fejon A rr a A . ♦ 4* ^ -^ ♦ • +^ ^* Sefet aber 
erlaubt jwar bie 2Cnn>efen^eit jeneS gactorS in bem inbejjehbens. 
tm ÄuSbrucfc nid^t , biefe formet ju fefecn , bringt aber auf 
feie SSermut^ung, bafi ba§ ^injuffigen eineS eignen ^ gactorS 
in iebem ©liebe aud^ biefen Umjlanb werbe befeitigen fonnen, 
baß aI(o bie gefud^te SSejie^ung bur^ bie formet 

,1 1 1 T— 1 kk t— k rr o '■ 

Anfa A ♦• -j-fa A • .4-^^-^/ ^^^^^ barjlellbar fepm 

X>it |)räfung biefer %tinai)mt gefdEiiebt ^ter genau; n>ii» im 

obigen galle» 9Ran ncl^me au^ A irgenb eine GombinationS^ 
form, ber unbejümmten 6Iaffe m ge]()6r{g, ^aaü^. ©ie wirb 
i^re flermutatiönSja^^ N, unb bem inbej^enbenten ©efefee 
gemSg ben 2)it)ifcr l*2*»ni,-be9 jtdb föb^^em eigentlic|> ftnb 
jn ifjr aDc SSAriatiönSformen, aui ben Elementen, welche fte 
in ji(^ entbatt/ jufammengefaf t* - Stehen wir alle ^biejenigcn 
SSariatiwi^formen aui biefem Snbegriff mieber benjor, toelct^e 

unbjeftimmt baS ßtement a an ber, ®^ifee fuhren, t)on wel^jem 
»ir annebmen wollen, baji eS n mal in ber gorm oorfommen 
man (fo baß alfo S(7i;)zzm, unb 2(kn)zzr fepn wirb), 

fo ijl bie iniaiji aller bfefer SBariationSformen — . gt5gt 

r 

majvwie fte be? ber'recurrirenben ißilbung t)on A in biefen 

Snkegriff gefommen finb, fo ijl offenbar, baf fie nur au^ 

i-k 

A ^mü^xm fojtnetf, weil nur biefer ©rope U^m SJccurriren 

« . ' 

a an bie ©pifee gejiellt wirb» ®ie finb ober, abgefebn wn 



1^ 
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k 

l^rem 5tnfang6element a, fämflfc^ ber Glöffe m— i ange^irig, 
^aben alfo/ Um {nbc)>ent>enten ©efe^e {ufolge, tnfofem 

ifamtüc|> fc|)on in A bcn ©Wfor 1.2»»(m-i) geführt, fo 

k 

tpie jie be9 ber 9Jecur|io^ ben gactor f bcFommcn ^aben folfcn^ 
Q,i Umtat alfo iegt nrxt batauf ati, ob ber Tüx&ixai 

k 

1 ^ > ygN, wenn man in Jbm ftatt n tinb k aBe mSglfe 

1.2««(siu~i) m 

4)en jufammcngel&Srigen SQSertbe fefet, tinb bie b<nrauö entftc^ 
benben 3«^len jufammen re^inet, »firflidS) ben gactor N 

beiDorbringt, mld&en bie angenommene SombinattonSform^ bem 

r 

bcwtefenen {nbepenbenten ©efefee gemäße (n A bep ff^ ffijrt; 

k 

ober fn 3efd(>en, ob ein SBertb für. f gefunben werben farm, 
iinab]i)dngig von m, unb alfo für atfe 6ombinah'on8formen 

aus A^ fte m&gen gelfiSren, ju welclier Slaffe fie »oBen, fit^ 

gleid^/ ber in ber Sl^at 2^ ( f > yr , N y ju geben wrmag» 

©onbern »ir auf bepben ©elten gactoren^ bie weber k 
noc^ TT entl)a(ten, unb a(fo atö unabdnberlid(^e gemeinfc^aft^ 
Hc^e angefe^n werben fönnen, cb, b» ]^» laffen wi r N a nf 

\ I.2,*.IB 

be^ben ^ziUn weg, fo rebujirt pc^junfre gormel auf iC f • st) nt 

• k 

Unb fp wirb eä ^ier fe{)r U\6)t, §u ftnben, wie f genom^- 

men werben muf. 6§ foUte, ber JCnna^me gemäß, Sink)^:^ 

k 

fepn. SRan braucht alfo offenbar nur für f ben SBert^ fc^a« 

r 
k 

fefeen, um 2(S.vi) rr 2(knO in £^ = 1 ju »erwanbelm 

r r 
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f4Hm mag, ttnb etf((^eiitt' offenbar i^ün m D&Ilig nnabl^gig» 
SrepUcfy ifi er e$ nic^^ ton r, fo.ba^i olfx) bie S^^ctoren, melct^f 
man jm recurrirenten -2Cufjteigen t)on^ tn>rlS)erge^enben ßoeffu 
ifenten' ju fotgenben ben elnjelnen ©fementen be^infugen 
^at, aD^eibfngö .bep ieber neuen Sfecurfton gednbert »erben 
muffen. Snbeffen bleibt bod^ bie gan^e gormel Uiä)t uberfeb' 
bar. SRan muIHpliiirt jeben b^r bor^ergebenben ßoefpilentett 
m\t bem Elemente/ »elcbeS feinen Snbei: in ber 3ab( beS 
»erlangten erganjt, nacbbem bieö (Clement felbjl mit feinem 
eignen ^nUv multiptiiirt , unb burcb ben beS geforberten 
öwffijknten bitnbirt »orben ijl» Sn Seidigen: eö ijl 

T I T— 1 2 r— 2 k r— k t ^ 

Azzisk A -f-r2a A ♦. + ka A .♦ .+ ra A. 

r r r r 

K SSJoOte mun aber &te recutrtvend^ ^Oeflimmung 
8«raöe3tt finben, obne fte auS ber inbet)enbenten abivAeiUn, 
fofoörbe baö bereits mebrmaB gebrauchte »erfahren, eine 
ffJigjrte Sprm «njune^men, in i^^rem 2Cnfa^e ber SQaupU, 
9^ einen gednberten SQertb bevjutegeni ben Bufa^, 
ber i1)te 2Cenberung anbeutet, a» eine neue S^aupt^xb^ 
au Äetracbten, unb auf Sbentitdt ber 2(u«bru(fe, loelcbe 
ofrikjl^m anf&tg(i(ben 3(nfa^e entf)>ringen/ aubejiebn, fpg(eh|^ 

-.1 2 T.Ol Ä T 

äji e*^^+*^*""f"*'^' •••— A^Ax + Ax**» + Axr/., 
m fefet man patt x an bie ©teile x + z, fo fommt, 

-:A + A(x+z)»^A(x+2)». .. +A(x+z)»... 
Qöftoicfelt fic^ nac^ ben Siegeln beS elementaren binomip^en 
0fl|eJ Mffeitö bie gorm beS e]c})onenten, fo baß pe nadb 
!>eten5ett »on z fortfc^rettet, fo gebt jte in einen 2(u§brU(f 

. O 1 ' t ^ 'er 

Üktt, beffen SCnfangSfilieb » = ax+ax« .:,+ax' .. . beff^n 

3 . 



«r il30 — 
A * t , » f. 

4tm nft(i()fWgent>e9 2C^:i:(a+ 2a«» ♦ • rax»-* ♦ •)« >% 

f&t ben ffd^ auf fltd<^^ 2frt/ouc^ We folflenbcn 2Cz«,^b».. 
tlnWft tfeleit, wenn e$ erfortcrtic^ wäre* SRan erJEiicKe ölfo 

5tt)e^te %aitot fciefeä $robuct§ c^^+siä» • .. xohtU M^ 

12 
ber ©trunbformd entwitfctt = 1 + (2C2^ 4- 3Cz» . •0*+ 

1 (5C z * + 2C z* .♦.)*♦♦♦ l^eworbrin^em Sn bicfem gani^n 

ÄnSbrurfe ifl offenkr ba§ nfcbtfgjie ®Kcb, böS cinjiße, 
worin fein z erfd^eint. £)ieS alfo, mit bem gactor, b€r äffen 

o 

©liebem 9e]()6rert foff, e« multipltjirt; gibt bo« a«* bcr bif* 
feftfg^n entwidffting cntflelf^nbe ntebriglle e^ ^e(***+*^*** 

,"r Ol i » • • 

+ axr ...) = A+Ax^+ Ax**.+Ax'... 

Äa8 ÄöS beu ferneren entwicHuttg cn^j^enbe/ fn fc* 
tttnrtfplijirte ©liebi ,iiz^, mit be^gegeb^tem jtijel&Jrigen gactor 

ea,2C Z.Ober für 2t unb % i^re SBert^e imudQtft^i * * 

12 T 12 X 

'c(ax + ÄJL».,+axT .-O.Ca + Sax'i . i+rax^r **••)«*— 

Ol r 12. »U»J 

(A + Ax^ + .;.Ax'...),(a+2ax'.. + r ax»-i.,Oz* 
(Shtwicfert man jenfeitS duf gleid^e 2Crt ben Äu^bruif : 

A + A(x+z)'+A(x+z)»...4.A(x+z)'._ 
fo wirb beffen 2(nfang§gtieb; ' 

A + Ax* + Ax». .. + Ax^... 
ton felbjl ibentifdS^ mit bem biffeftigeh 3(«fang8gfiebe» ©a8 
erjle nac|)foIgenbe, in z* muKipIijirte ©lieb wirb jenfettS: 

l" 2 ' T ' ' 

(A + 2Ax^ . ♦•+r Ax^-i + , . .)z^ 
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I 

j<9, muß tttfo: 

(A+Ax»+Ax»...+'Äx'-» + Äxr. . .)(a +:2L;'... 
' » IS r 

f rax'-».«-) = (A + 2Ax»,.,. + rAxi.-«..) fj^n. 

©ie 3b«nt«at iwn?« na^ x fott\ö)t(Hmbm gomen 
wdonflt «agemeitt bie Sbtntjtit i^m te^betfeitigen '(r— i)ten 
©Bebet, , 

2)üS (r— i)te ©Heb bc8 bfffeetS gefotberten frobucteä {jl 

1 p-1 £r— 8 kr— k r 6 . 

Ca A +2a A ♦♦♦ + ka A ♦♦♦r a^A)x^-i 

JW (r-1)*« ©K^'^ fetnee ienfdtigen 9Bci^l[)§ lAx'-"!; g^an 
llöt alfo; i^re Soeffiiicnten itentifijirt, unb «uf fcepten @ef* 
tett turc^ r t>it>it>frt: 

I iF— * . 8r— Ä kr— k t o. 

Arr a A 4-^a A .♦ -4- ka A ♦ . . + raA 

r 

»d^eS bie Dotig« Siegel ijl. 

es Qibt mäf f)b^m ^omniialgti^m oK bie fciS^er 
fcteft^teten^ Ihib jwat tjoit mancl()erfe9 2fttem äBfelBt h'e 
8tt^ eine SÄe&engr^f e^ fo baß nur ber ^onmt. felbji wiebcr 
oB eine ©rj^oneniialgrofe angenommen n^irb^ fo fallen fie 
unter bie Stegein ber borigen entwirflung jnrudP. ,^oU aber 
We SBafiS feftjl eine naö) 9)otenjen ber nemfid^en ^anptgrSf e 
fortf4)reitenbe Sorm wie ber e^^^onent fe^n, fo mu^ man erjl 
Äenntnifft »on ber entwidfung logarit^mifdS^er ÄuSbrücfe 
l^aben^ ef)e man bie i^ti^t gu unternehmen t)ermag, X>aiu 
fuhren bie ndd^frfolgenben S3etra(i()tunflem 
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©0 wie bie bfrectc "Ttufgabe bct ^otenjiituttg in jac? 
»erfd^iebcnen ©ejiatten dufgepeltt »erben fann, icmä)Um 
man We 'Sgaupt^xh^c in ben ©runbfactor, ober in ben (Srpö" 
nenten ber ^otenj übertragen ^at, fo fann auä) bie «ntgefe^rtc 
Xufgabe, n)elci)e burc^ fte loon felb{i ^erbeipgefui^rt roiti, in 
jn>e9 t>erf4)iebenen Somten erfrij^einem 25ie eine üon bicfcit 
{jl bie 2Burje(au§jiet)ung } t)on ibr gibt ber binomifd^e Xe^rfofe. 
bie 2Cufl6fung» Sie anbre l()ingegen , bie Cjrponenstirun^, 
«jobep ber berechnete SSJertb einer ?)otenj, nnb ber S5aft8 
worauf fte ftcb gebilbet baben mag, afö befannt angenommen 
toetben, ber 6r|>onent aber, wetcber biefer S5ajt§ aß fo(6er 
^gelegt werben mn^, bamit bie ^oterij ben t)orgefd^riebencn 
crtb erhalte , gefunben werben fott; mu^ einer genaueren 
©etrad^^tung erji unterworfen werben *)r 

£)ie IBenennu^g ^onent unb ^ogaritbme. {tnb glei4^ 
' beutenb; ebenfo bie 2(u§brH(fe ©runbfactor ob^ äBurjel unb 
ISafla; e6 i{l eineriep, ob man fagt: für eine fiewiffe äa^U 
aK ©runbfactor^.eine iwetjte c afö (ii:p(mznt, fep eine britte 
b beregneter SBertb ber ^otenj, ober: für eine gewiffe äa^fa 
aK SSaftS, unb eine jweytec aK fiogaritbifnen, fep eine britte 
b bie ienem gogaritbmen angebörige 3abl/ unb fo tjerjleit 




♦) €^ wäre ber 9Jatut ber ©ad^e angenieffeii, für biefe Operation 
ein eigne« Seiten einanfü()rett , wie man aucb »ürfltd^ j» 18. M 
b 

^cic^en =: t)orgef(^(aden b^at, »el^e« anbeuren foD; haf bie ^obl ^ 

a 

üH ^oienh ber Q3ap a betrachtet, nnb ber tbt angebiride ^rponent 

b , 
gefunben »erben mwh f^ ^^^ olfo, wenn = sc gefegt I9ttebe, 

a 

biefe @(ei(bttnd M Umfebrung ^tn ac es b an^nfebn toite. 



— 13« — 

man bte 7tu^QcS>t:itt l^meni/iixmg üntä Mm ZaUbmätz 
{&r rinc gegebene S5aft§, ju einer -gewiffen 3al&I ben jugelj)6j 
%en Sogorlt^mcn finbcn* 3n 3efdS>ea. tpenn a« = b, fo tji 
c z: log num b bas a. .S)iefe JBe^elc^ming pfUgt in jwe? 
Sdffen eine SCbfurjung ju feefomtnen* ©ö gibt jwcp §)oteni 
ittifvfteme, t>on benen bie ®ajj§ unäbanberßd^ beflimmt, unfr 
cjn.lui: aßemal befannt t|t: W naturiicl^e 3)otenjenf9Jiem, 
imb ba^jenige, t>on weld&cm iO bie i&ap ip. 9ton l^at man 
bic 8ogaritbmen im erjlen felbjl naturiicbe ober fy9pttMi^ä)tr 
im ito^^Un hmfltic^ ober gemeine, jun^eilen aucb n)ob( brig^ 
ijpe genannt SSetin man a(fo in bem natöriid^en ^oten^ 
l^fofiem fragt , wo* für eine ^oten j eine beliebige 3^i}l fe^^ 
flU'.brutft man bieä airö: eä foO ibr natfirßd^er. gogarftl^me 
ji^ben derben; im becabifeben |^enjenf#em: ibt gemein 
m 4)ber funjlli^et Sogaritbme* SBenn atfo j* ©♦ e» = b 
I0jbf nnb mati a m itnbefannt anfib^ fo w^rbe eS "fyzi^mt 
»srlog nat. b, ober aud^ tool^h a = logbNf(j^lecf)e]&in} wenn 
10* üb »are, arrlog vulg. b. Zn attett fibrigen gdKeti 
<Aer muf bie anfdnglid^e atrt ber JBejeid^nung bepbebalten 
m^m 3«m ®lu(f finb e8 in tt>&i«ß^m'8to(bnttngen fajl 
Hu bie ftatfirlidien, unt> ttwa juweilen bie gemeinen .^oga^ 
l^men; womit man ju tbun befommt. 
'^ 6§ ij! a'uS' ber etementar ^ ^Crit^meti! beldnnt, baß bie 
*^«neine grage,. wa* f&r eine ?)otenj i>on irgenb einer 
'ßß)mn 3abl eine anbre ^t^,mnn jte nur für ein ^einjfge» 
Ktenjenfvliem aufgelSjt werben fann, eben babur* f&r i^d. 
mtt feb^ lei4)t ju beantworten ift* 2Bic wollen jte be^wegen 
g)^ für baS natfiriic^e ^otenjenfp^m in erw4«w9 ue^mcm 

I.;fttndaweiit(a;iaufg4t)e ^er CEj:poti^tiMti:*»nö* natfiffUA« 
tpgarit^men m6ali4)(l einfac^^er Sormeti ^ee crflen 
(Brat>e§. 

»er einfacbjle Jtn^rucf, welcbm man ,bem bere*peten 
tßm^e funer ^o^enj an^ bem natürlichen ©^em fi(eben fann, 
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loemt min ifyn aI9 etne ^ufamm^ngcfii^t«/ imb hU S^äuptnh 
fle fönftiger (Sittoicnung (ttt^aftenbe , ®r5f e anfel^n ydiOi ift 
1 + x. SSir fragen offo iuni^, ob ed ni6glicb. ifi, eine 
«a(b |)otenicn toon x fortfd^rdtenbe %oxm jk finbcn, fo t«f, 
wenn man fte jum Grf'onenten einer $oten) wn e ntacl^; 
ker berechnete SSerib biefer |)oteni genau 1 + ^ betritt, 
mit\)in bie gefunbene Sorm ben %mm be6 naturticf^m 
Sogarit^men ber beliebig gen)a^Men 3<ä)l 1 + ^ i» f^^ 
^<^tigt ijL . 

. £)iefe Ifufgabc ip iai Umgefebtte ber |)oten^irunä. 
^b^r Xitfiefung fann alfo, voit aUentbalben^ too t^on tttnge? 
febtten £))>er(^tionen bie 9tebe ift , tirf^ritigriib mir botairtg 
gefunben tperben^ baf man bie recurrirenben »ejiebnngeii/ 
ttJeltbe be» bir birecten Aufgabe, »oüon fte bl.e umgefebrte ^ 
jTPifcben ben bort gegebenen nnb gefiicbten ©rifen berei» 
no^gen^iefen finb, »iebet anfnitiit> tinb nut bobe? ©egebene» 
^^i ®e\u^U^ Derroed&felfc . . . 

9^in aber i# bep ben Qotntölbiiigcn ber (Svfonmiia^m 

fiejeigt^ baß bie erponenjialgrofe e»« + »» h- . .«. • butcjf 

eine Siei^e tt^on ber gorm A+Ax+Ax*+ .♦ Ax»+>^ 

. »orgejießt »erben fJnne, fo b«ß Arsi unb Arra^ mit, 
wtnn mä) Um recurrirenben 3ufamm^n()ange ber foTgenbm 
6oefp[jienten gefragt wirb, < 

K 1 r— 1 2r— 2 |ir-Ji t— t t fO 

ArraA-f 2a A ♦♦+ka A ♦.+ (rr—l) a • A+^.aA 

'I ' , ' t ■■iiiiii II -iiiiii ii j i.ii ■ ■ 

T 

1 « 

SBir beabftcbtigen je^t , wenn wir bie gorm ax + ax* . . 
+ ax» ♦ . aK zxnt loorl^ufig fingirte betrachten, 

1 2 r 

iu fe^en, unb ju unferfitcbeni wie bie 
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a>»|'. . a. ♦ / etnfler{4)tef werben mu|fen, tamit bjefer 
Sftbeiiing ©cnuge öefc&e^e. ' '' \ 

SBitt man alfp ^W; öHgemcine gormd: _ . : :• /f 

Jäbürc^ fl)ccfal(jtrcn^ ^g man ' md()t oHein, Ai?i^ J^^^ 

»eTcde« immci: t)on felbll ber gall fepn mxt>, fonbern auc^ 

t i 

Arrazri annimmt/ alle folgenben Araber rro fcpn Ü^, 

fo wbujirt ftc^ ber attflemeinc Äuöt^rucf ber 3tecur|Ton: 
Arr« A + 5a^A;; 4. ka A . • 4. (ü-0 a A + raA 

, ' '' Lf ' > ■ ■» ■ • ' ' f m'i. i » > |" <i ^ i )i ii M > i ii 

m^üt nur 0^6 2 @Kebgtn beffel^enbe &Ui^uns 

oz:(r-0 a A^+raA» -^egcn ipit ii> i^r für A unb A. 

, •: -^:^ * 

ble f(|>Dtt befohnten 2Bert|)e A^p 1,=; A;, fo gibt pe 

r—i r' r ' * r— x 

^ {l^ eine <Uiferfi mffl^ S^^^ftfin^ri^el ^ar^ t>te »ut in 
Äjidbt auf bie Soeffijienten beS fingirten (Srponenten ange? 
nommen «jerbcn -batf^ bamit Ui berec^n^tc '^xt^ femei/ 
Stotenj in naturli<|)en Zypern wwröic^i-f- ^ w^tie* 

SBit »ifpen fd&on, bafi am fe^n-muf»- äMe f^enben 
Qoeff^i^nten ftnben. M ^M^ ttnfter S^curfton^r^gel. ^t 

gemäß wirb a~-Ja = -4; air-farr+f Ui f. w» ©a« 
tebejwnbentc ©efefe iß auf bicfem SSSegc Iei4)t iu erflreifent 



T 



6J werbe angenommen, bafi as(-i)»'^»*j[*3ßlbÄnti wirb 

T 

f+1 r 

«— •-(-1)'-"* ♦jrj^r:<-^> .j_^ wel4)e« bie- unbebingte 

X+-1 T+l 

©filtigfeit biefeS ßx bie erften aoe^aienten wurfUc^vpott 
fu^enben ®efe<se« auf er 3»etfel fe|t. 
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jBJoöen »Ir ^9. initpmimtt SBePimmutig , f« jflj 
log nat (1+ x)= X -X». -f x» . . . (-i)»-i xt> *' . /. 

tefeb hingegen tetum'renbe 6eabjtc|tlgt «nb bcm aufbtge: 

log jMri (a + x)tiaaf''+'ax« .-:V4.a~l*-ilf Ix' . . 

1 T I-l 

jcf<|t,^fo i(t am, anb arr-Cr-i) a . 



; ;2Cß cin'^efonbcrS «ncrfnjfirWgcr «mfiönt»' »ctMcüt ojigefiS^rt 
j»-«w*en> bog Me DJei^e, rooburc^ M aM5 bcf JBafiS eittti 
mminmm^, l--:ha,.b«r^>bHf»e;e&tnfccffeften bewc^ntf/ 

r , Modul, bas. j^ -f- a) =: a--a» vfa» - a* -f. . . 

■ ' '. '■ ■■ ''T''.'t "T '■ . . 

genau biefcfte ijl; »oburd^fitl» eermoge ber eben gefunbcnc? Sor- 
*M ffit bic 3äK i"+^-fm nammm'me^fiftem bet Qp 
*fmt- entwirf ^üiwfij^; Mk^Mtitm <^^o-in&f^f^t jJott 
Modul, bas. (i.+a) ben gcfc^jtoffenen arit^meffft^cn 2(u§bni(f 
log aatCi + a> f«ft<n,fö bdß folgrft^ iet^ iie «BgVm'einc SR«,-^; 

(it+a)'x=:i4.Ax+'Ax?. .-f Ax°.. 

, '».2 ■ ' .' ' "•" 

»obep A~a-a« + a^-a*+-.. »ar, - 

l;:'- ■ ■ ".■'s. 3! 4. : , ; 

Pog(l + a)3*.x ».4. [log Cl + <0 ]''x°+.., . 



l.S. 



borgejicat werben fann» Unb fo aefgt ftc^^ ein neuer ©ninb* 
Hl-.ml&m^. Dotenjen» ohcr.gögartt^ineÄ^vIfem oB' ba« 
»i^tigfie unter ttßen «naufc^n. ©crbjl algbann, wenn raott 
itgenb.ött onbreS. urfijrunglUI^ berechnen »olfte, mifä}t cS fld) 
ein, «nb bie SoefPaienten ber a«r IBerec^nung not^wenbtgen 
wei^e ftn^ eigeitftfc^ äu« t^nt^eräenommen. ' 
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n. VüstmOne Xiif^be btt ^tponen^iixuni' im natMU 

4)eit Potenaenfy^eitf* Cogarit^me einei; beltebi0en (Btun^^ 

^ form in demfelben» f^ 

2)er bisher bitraddtcte gatt . fcer tg^^ponenjmiing im n<(tütr 
lidSien ©pftem n)ar eigentlich nur itt einfad^^e. ÜJiag je^ 
eine nnbeftimmt nadli ^otenjen bott x fottf^reitenbe Sorm' 
genommen fcpn, fo baf jundd^jl gefragt »irb, ob ftenic^t* 
eine ?)otenj üon e ift, ünb ob nld^f ein % juge^Sriger^er- 
fütunt al§ eint i^nü^ gebilbete, loon t^r abf^ängige %otm, 
«uöfinbig fiima^ tberbenfanm 

a. @oE bieö auf recutrirenbem We^e eingeleitet tt>erben, 
fö barf man fagen : tiefe ünterfuc^ung f&^re X^d) im %ÜQti 
meinen be^nal^e ^ Ieic||ter wie im einfachen galle. - 68 fep 

^ + Ax+Ax*,. + Ax'.,. bie gegeben^e gorm; ber i^ 

iuge^orige vorläufig .angenommene ^|>onent «x + axr. + ^^c». . 

6§ foU alfo eax-i-ax» + axr..r:H-Ax+ Ax».»4-Ax^. 

{(9«. .9lun dberil^beh n>ir; bep bet SntwidCfnng ber @]cpoi 
neni{algr5^en gefe^n, ba^ ^ = A ^^' ^"^ ^^^ allgemein 

T 1 i-i 2 T-2 k r-k fi 1 r 

Ar: aA + 2aA.> w -f kaA^4 + (r — 1) aA + ra, > 

Sir brausten t^or^^in biefe Stecurßotififormel/ um mi im 

^ 1 2 r 

:ofen a, a,.. a, bie wir W befannt anjial^men, ble 



oßen A, A, .♦A, »ermige il&reJ gegenfeitigen 3ufamnren? 
^g^ iu bejiimmen. @ie Idft jt^, nacji einer leidsten SSer:» 
Jttberung; eben fi> giit Im umgefe^ilien @inne gebraudi^en, 

Wb^ gibt olSbann a — — (r— i) , a »a— (r— 2) ♦A.a.. 

t 

t«k k T*2 2 T^l 1 tr 

— kA>a.^— 2Aa— Aa^-rA bie gejbd^te Slegfli t)er-. 
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ttt&se bereu alfo, für log (i-f Ax+'A**r, + Aa*».)#^ 

roitixi man beffcn entwitf eilen ®trt| r: i + ax,+ ax* * ♦ + ^'^ • 
fe^ti jefccr forgenbc ßoefpjJent -tiefer flefutf^en 9lei^e (t)er 

' i .1 . •• ' • - ** 

erfle a ijl = A) au8 be» vor i^m öor()ergel()enten gefunten 

werten fann. 

s b. f&ai ben inOepetl^et$ten 2luetini(£ betrifft ^ fo jiefie 
fi^ ein fold^er fofort ajie tiefer IRecurftonöformel ableiten», 
SRan gelangt aber bequemer ^^u, wenn man ben gegen* 
»artigen {ufammenflefefeten gaU auf ben erjien / einfact)ercn 

jurfirfbringt* Um log (i ,-f Ax + Ax* + , • A x» ♦ jii 
«rbalteu/ fefee man momentan 

2 = (Ax + Ax**. + Ax«**)* 
ÄKbann Ifl nur log (i -f-* 2) tfotli)anbert, tpoüon ber SJert^ 
tiurc^ bi& befannte IKei()e 
log (1 + 2) = « — 5«» +|2'--(— D'-^^JLz*... 

bargeßeQt wirb. iS^on fe|e in biefer; fifi £ feinen eigentlid^ 
SBcrt^ iwcM, entn)i(fle jebeS ®Iieb naö) ^oten^en wn x, 
tinb jiebe bie barauS entf^jringcnten fRci\)m in eine Summe 
jufammen. jDiefe.2CrbeitJll'fel^r leicbt^ .unb e* juib abnlic^e 
fm SBorbergebenben fd^on oft genug t)orgefommen, um unö 
gtt beted^tigen, ^ier bae Slefuitat a» öuf ben erfien IBlii 
flar fogleicb anzugeben* S>ie neu^ Sieibe muf mit 1 anbe^ 
benj in ibren fucceffwen ©liebern bie fucceffiüen ^enjen 
w% X >entba(ten, fb b^i MDgemetn ta& mt - 

— i.*!Tj:^(— i)h-i 1 ^j>c^::5:n ijt^ angenommen I ba^ bfe 

ßoeffiäienten ter gegebenen gorm, A, A^.* A^*. aW coi^i* 

natoxi\6)t ©femente betrad^tet werben/ 

^ ' ' '■■.'•" 

' Sir })ciitn ' för bö# • TfttfangSgliet) *er ju ejj^onenjiirenben 
Sorm bie 6in^it genommen. £)iefe S$orau<fe|und f^nt 
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^i pwtAcUf (fber man '!ommt be9 ieb^ aUgtmtinttm CMf 
jte xokUt judicf ♦ @oatc log (A x» -+• B » H-> + C x«+2J . .) 
scftmbeti werben, fo m&{[te jp^etfl bie g^ebene S#rm a» 

• B C V 

iJrobuct t)cn jwe^ gactpteni Ax«ri+-j^x3-j-— x2^, A 
bargejfeQt mrben; t]()t Sogaritl^me i^utbe aiebann\ 
Iqg (A X») + log (* + ^ X* + ;j 3.21 . ,^ {„ 'Welchem 
JtttJbnitfe nur ber jwepte SE^eil einer ©itwidflung fa^ig tjt 



©fSl^er ip nur t)on ber ©iqjonenjüninfl einer ongenomme^ 
nen Sonn im naturli(l()en 9>otenienf9{lem bie Siebe Qcwcfm. 
IDer Uebergang t)on ba gu iebem dnbern beliebigen ©lojleme 
iP Ulö}t S5ef«iint«n 8el^?n b«t-®ementarf 3(rtfbmetif gemäf/ 

tU log (i + x)ba8. a zzQ^^^-^±^y fo b«f arfo, 

wenn irgenb <ine.$orm^i-?bten} einer ^eliebigfn bejUmnii 
ten^afi§ a, b^od^et n)erben feilte, bie Steige ungeonbert 
SepW&ötten werben fonnte, woburd[) il&r 8ogarit]S)me im natura 
li^en Gpjtem au^gebrftdt wirb, unb nur ber £)»)ifor log a 
9t beigegeben werben mäpte* 3n SeidE^en 
'; löf (1 + x) ba8,a= i (x -ix*+|x«-|x»/0 

lognata 

SRan pflegt ben Soetor r- , womit ber natörlic^engös 

^ Jognata 

jlttrit^me einer Sal^I gu mu(ti))({^ren ift, um ben £ogarttbmet| 

eben berfelben ^r bie 83aft6 a ju erbatteUi anä) wobi ben 

atobuIuS beS &ogarit()nun^em$ wn ber iBap a jn. netmem 

Se^t wurbeti wir ,a\x(S) im @tanbe fc^n, bie lj)6beten @r« 
yenengialgrifkn ju betro^iten, bep benen S3aftd unb Exponent 
bepbe %otiAitn fepn foUten, weld^e na^ ^otenjen einer gfwif» 
fett S^iuptffth^t f^gel^, (1 -{-ax+ba;?^*.) (!+«+•/»»*-)• 
Seititt mm TlUf^ tAt fd(0,.fVKA fDl^eo %u«bnkrft 
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ft-4-B>, tmb *m etppbtvtm A, fj ttbujitt .« p# 

. , , -1 + A .log (1 + B) + A» [log (1 irB)}S .. . • .... 
yA [log (1+B)]' . . 9?utt ifl A «ine fto<^ ^otenjen »n ?c 

r..I 

fortfcfjreitcnbcSotnt; e&en fo Fann log'(l-f-B)=:iog (l+ax 
+ bx*;.0 in eine ^r^^e aüfgclojl »ert)eh. Uttb fo erf^eflcf 
bie aRoglic^fcit, jebeS einzelne ©lieb bertRei^e für (l + B)^ 
ift eine «ad^ ^oten^en r>ön x förtfd)feitenbc gorm nmjufe^cn, 
miti)in bie Summe i^on ilj^nen a\kn <mf bie gfti^e ©ejlatt 
jurutfjubringen^ 1S§ würbe ^)ierju weit ful^ren, bie »oUflÄnbige 
^u^ofung biefer Dt rmicf elten , obfc^on an ft0 leidsten Bc^ 
nung be^jubringe^n ; nm fo wniger, ba. feiten ein goH wa 
fommen m&gte; »)0 man ©ebrattdb ^w^t yn mac^ett ^^ 



@Ufte^ Stapittl 

itnmerifd^e SBered^riung ber ©jcponenjlalgrSßetf 
ttttb Sogatitl^mctt im tiattirfic^en ©^flcnt. 



Die abjlracte allgemeine %nf^mü\t bifbtt 2(uSbrucfe, in 
benen fucceffitoe $otenjen einer ^anjXgrofe niib ßoeffijienten^ 
bie benfelben aK gactoren beigegeben »erben, na^^ einet 
einfachen Siegel jufaminentretem 2Cber Jte abjiral^irt bep fl&ren 
irfien nnb wic^tigßen Jttnterfuc^ungen ganjli4^ toon ber voMi 
Hd^nXluantitdt, bie jener. <lg)atiptgrd^e nttb biefen Soefftji^^ 
t<n -beigelegt werben fönnte, ben.inbimbuellen äal^lenwertben, 
wel4)e baburc^ bie ÄuSbrucfe, an benen fte o^^erirt, ober bieje^ 
nigen, weicht barauft entjlel^en, ermaßen m6gtem' ®ic enU 
wicfelt au^ unbefümmt angenommenen formen einer getolffetr 
@e{talt/ anbere; i^nen ^l^nlii^ gebilbete; unb nur bk (ßefSe^e 
»fefer Jentn^idflun^eh ftnb a, worauf jte in i^ren Sunbos« 
mehtalbetrad^tungen fß ad^ten "fyüt, unb mt^ bie^ Uügjli^ 
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iigenb eine Snbitoibualiftmng Ut %mnmf xooxcai biifed^tt 
ÄiiSöefiW midMbifsäm, nei\im, xomn fit bet|.®tdnbi>una 
»Älj)m wifFenft^Hdbet ÄBgemeinbeit ttic|)t öufgeben wiU. 
" '©pfem akr weiterl^m «Don wÄrWidS^em ®ebraiui() anb U^ 
IKmmter JCnwenbung bie Stebe fe^ foB, wirb mit ben 
«flgewelnett entn)irflun8§gcfe|ert ttodS^ eine t)ermittelnbe 
S^ttadftang üerbunben »eibe^ mfiffen* 

i ®af pc^ in ben formen , an bencn operirt worben ijl, 
|hflM)|)l für bie ^auiJtgrSfie, aK bie &>effijien,ten bejlimmte'^ 
äa^Uxf fubjlituiren toffen, i)erjle^t ft(| t)on felbjl* .25aß in bei 
q»en %mti, bie: o» (fettttHtiMung beö ©egebenen Ij^eröprge« 
d^tt f<»n mag, baS S»emK4>e gefcbelj^en finne,. iji glele^faW 
Ite. £^ imb u>ie wtit aber auf biefem äSege au^, ben nu? 
merifc^en SDBert^en ber gefelferndfigen gprmen, mit benen man 
te^net, bie numetifdS)en 5Bertbe be§ ju äöered^nenben fe{bjl 
iAgeleitet »erben tbmm,'i^ ^ine grase, bie ber Itaterfudbung ' 
ij^axü, fobalb man in ben gatt gerate, folc^en ©ebraud^ ber 
Allgemeinen gormel aß iulaffig.wfinf^en, unb jur SSoHfu^« 
nmg einei <tforberIic|ien 8te(f)nunö nptbwenbig erad^ten ju 
m&ffen. 

-1. ;35te aUgemeine Ärilfimetif fann eineS wurttic^ berechneten 
wenjenfpßem* nid&t entbebren. SBir finb alfo ju ber Untere 
*'|ttn8 gejwungen: ot unb wiefern bie entn)icfe(ten''3Cu§brficfc 
@r))onentiaIgrofen unb Sogaritbmen, »eld^e bie Sb^orie 
bietet, JU numerifd()er SSerccf^nung in einjelnen ^aüm 
(raudSit tperben Jonnem 

Ifllebei: apptopmativtn (Bebtand^ emtDidfeltec jormen« 

;' i* Simn iebe <gn^idf(ung eine gorm t^rtoorriefel, bie aui 
^mt' beftimmfen unb gefd^offenen Bab( t)on @Iiebea^ in 
#B)Kiiä^jer ©ejialt jufammengefe^t toärbe, fo »ote 4aerbingft 
^m ^mnt>MUit ju tv&rtlic^r ä3eredj)iuing entf^^i^ben, isnb 
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MdUnbeRi)^ ba6 t^etter^ Stefuttot. ri; .'-^ 

3(^ in beti n>inigfien %^fltn tt^ aui üxlt1fü^6)m 
jDpttatiQxim an gegebenen Sermen ein gef^H^ffener, auf ei»e 
fefte 3üi)l Don ^c))em xtbu^xUx ^Ctt^brtuf ^cn^er; eS.epjürt 
im @egntt^ei( nte^enS bte fBl&glic^feit, bk ©lieber bepMi 
ind Unenb(id()e fot^Iaufen ju laffen, juglet^^ «ber aitc^ We 
SBefd^ranfung, baß memafö, fobalb man* bep trgtnb tinem 
©liebe bie (SnhDtcflung abbrid^t, bie @umme aUer ©lieber, 
fon^eit n^an jte f)atj ben SBe^l^) be$ ®efuc||ten genau unb 
DoOenbet barbieten fann« 

, SMefer Unmtgli^feit ©ntwirflungen ju iö)lU^m, tmtt 
f|)onbirt in ben meitlen %äüm bie obiectit^e UnmSgH^ftit 
taSfenige, toa^ fte t^crlangen, iAet^aupi in beflinttnter S^l 
borfteOen ju t6nnen , wie ffe fiä) feigen be^ ben SSurselattS^ 
gie^ungen in ben Irrationalitäten barbietet @Ö ijl j* €. 
imm6gU4>, baf ber binomifd()e £eM«fe i/'d+x) butd^ tbK 
iM^enbete Steige i)on ©liebem barfieOen fann, benn in üt 
«egel gibt eS feine 3a^I, bie mit fic^ felbjl multi|)tljirt ±+x 
l^er»orbringen ffcnnte, wie 4m einfa<l(^jlen gaBe fir xrri 
feine B(\^l mh^tii) i\t, beren £luabrat = 2 fepn n)urbe^ 

SBtr mfiffen unö jebeSmal in fold&en Satten begnügen, 
Ballen anjugeben, weld^e jwar baS nid^t leiflen, n>aS n)ir{ti^ 
loerlangt war, aber icä), wenn fte an bie SSebingungcn gel^arten 
Iberben, benen bie eigentlidE^ geforberte genfigen foHte, ein 
iRefuItat geben, .baä nur wenig ahxoi\(i)t t)on bemjenigen, 
welches eigentlid^ l^ätte cmiäjt werben fotten* ©ibt eine folc^ 
Don und gefunbene Ba^I m SiefuUat, geringer afö eS bie 
eigentlich loerlangte, wenn fte mJglid) gewefen wäre, ge&rad^t 
loben würbe, fo nennm wir fte ju {(ein, im umgefe^rten $aQe 
jugrofrbie a»6gli(^feit jwe^ Sagten, üon benen ^ie eine, 
immer ju wenig, bie anbere immer ju tAd bringt, bie fUf 
aber felbß: fo na^t tbizn fönnen, afö ma\t wtK, {u ftnben, 
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t^alifiwtt liefe, »irbe jeter^ jwifc^en beüxn tfegen mit^m, 
i^ ibd^ige, noonft^ n)it iebrtn^l lu ßreben ^al^m^ &e> 
4Aett utiti^etifcM £^4^€rationen, teeren Stefuftat afö befiimmte 
imb \>9UinUU Sal^I iibetaU nid^t et|)alten »erben tarn. 2>er 
llaterf<|ieb $tQ$f(|en jwep folc^ett äa^tett ^»flegt oföbann >tt 
ht9 ber $e(i!^nuug erreid^te approirimattonagcenje genanni 
31^ »etbem ' 

* ®elbft ia n>o Ptctige ©etiatiigfclt mfigti^ Ift , fann etne 
•8ol)f aB 2ai»njcf' einer (Sroße nnrfd^tig fepn. @obaIb aber 
biräienige, wtifi *{^r an billiger Slicl&tigfeft fe^lt, unter eine getbiffc 
©renje ber' Älelnl&eit l^crabftnft, fonnen wir bered^tigt ober 
geiwnngen fepn, f eftiufe|en/ bafi wir, ftrengcr (Senaulgfeit ent^ 
fi^enb^ nur eine appxoxmati^z Jßejiimmung für baS ©efud^te 
bertangen, jebod() unter ber föebingüng, baf efne ©renje ber 
Äleinbeft, unter welcher bic borfaHenbe Äbweidj^ung \>bn 
^ttiger SRicbtigfeit liegen mfipte, fall^ biefelbe möglich wdre, 
m6^ iBetieben ettolif)lt unb bie Ueberjeugung gewonnen nJerben 
fefafe, biefe Dorbanbene 3(bwei^ung fep in iebem efnjelnen 
%ß geringer, atö ber JBetrag iener angenommenen ©renje* 

SKan wirb bicfem gemäß bie grage aufwerfen bfirfen: ob 
e5 Hiebt mogtic^ fep, burcb bie äufammenfaffung einer b^fitmm» 
^ ^a\)l fruberer ©lieber in einer gorm, beren entwidflung, 
Äicem ©efefee gemdfl, nie in einer gefd^toffenen 3abl folc^er 
^lieber poQenb^t werben fann, eine approjcimattpe ä3e|lim< 
iiuing beS iebeSmaligen 0{efultat§ ju erreid^^n, welcl()e§ burcf^ 
fee Sorm' entwitf ett werben foUte. 

, ©er erfle ©egenjianb bix auf bi<e gtag« ^u rii^tenben 
Hnterfuc^ung finb folcbe formen, beren ©Geber fdntmtticb bod 
•slr Seiten fubJ^en, unb eS genügt ffir ben 3Cnfan8, fo wie 
^ ben ndcbfien &weä, hint anbere 9>otenien ber S^upt* 
gA^ 0(0 bie, beren $i:ponenten weber Säxutfyt nod^ negatit)« 
SÄ^en ßnb, in ibnm loorauSiiifefeen. 
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2* £^e gönnen, mlö^e, nrifj^re? ®tkbm iniUnafi^ 
ftrflttttfenb; in ber vetfatigten Xrt )u (emrt apptejimaüm 
Scflimmuttg bmu^^bar auf bett.crfim SRcf erfaitnt ttnb i»rt^ 
Sefd^loffen toetben t&ntten, ^nb tmvertennbat bieicnigen, in 
baicn bic folgenben ©Hcbci; fortloufcnb Immer großer »erben; 
bieienigeit, tooriit fie einanber gleU^ bleiben unb bf ejenigen, bereu 
fitccefftoe @(ieber, »enn fte auä) aÜmiliQ immer mel)r abne^ 
men , jeberjeit Aber einer bejtimmten ^(ein^eitSgrenge b(eftm« 
!Be9 aSen fo(<^en formen xoid)^ bie Summe ber entwidelten 
©lieber mit i^rer iaJ^l ini Umtibli^, un^ ball,..t9a§ i^ <m$ 
bem Sßeggelaffenen femer angelegt werben f&nnle, .glei(^aa& 
@ie Reifen OtvetgtrenDe formen unb tan^m ni^t ju ni^ 
renber S5ere4inung. 

92ur bieienigen, beren nac^folgcnbe @Ueber, menn 4U(^ 
nic^t 3(nfang6, ienfeitS eines gewiffen Sniej: bur^auS abne^ 
menb erfc^einen, unb iljirem ©efefee gemdp unter iebe Äfeim 
l&eitSgrenje immer tiefer l^erabfommen, je großer i^r Snbey 
wirb, {eigen auf ben erjlen S&M feine Unm&glicbfeit, jtf 
nä^emben ^Berechnungen gebraucht werben ju f6nnen« 3n^ 
beffen werben fte ju fol^em Swecfe nur ibann afö brouc^or 
dnerfannt werben burfen^ wenn entweber an^ genauerer Se? 
trac|)tung i^rerjQueDe auc^ ber ffietrag beffen, xoa^ man 
wegligt, inbem man bep einer bejiimm ten 3af)l ^on ©fiebern 
fte^n bleibt, genau au^gemittelt werben fann, unb in ter 
ai^at biefer 2f|)})ronmationöfelS)ler mit jleigcnber 3a^I ber 
©Heber, fo Kein werben fann, aß man will, ober wenn jt(^ 
toon bem Se^)Ienbcn \o\>\d bart^un Idßt, bap e8 mit fortroacd^ 
fenber Än^a^I ber ©lieber unter jebe beliebig gewahrte Äpprori^ 
mationSgrenje ^erabfommen mfif[e* 3n forcl^n gdOen nennen 
wir bie formen conoergtretiDe» 

3. 2)ie SÄogficbfeit, gormen, bie au» wurfH4>en entwi* 
lungen entjle^n, a» conoergirenbe anjuerfennen, ol^ne jebe«« 
mar auf bie ©rbflen felbft, auö benenffie jic^ entwideln^jurfefc 
juge^n^ unb ju unterfnc^en, wie biefe moWfiiirt werben muf* 
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fkmku, nt|t haxMf, baf i^ betm iut)i^ts t>tc(e ait)ttge^ 
tm im @tanjt)e ffnb^ be9. beom, wenn unfce SSSiOfö^^t Me^ 
ixA DnenUic^ for^uloitfen fa^igf diiilbe i^m @Itct>er. itgcntM 
m fc^Heßt/ auö im ](enbeningen, tpel^K nät bnt ®r&fett, 
wttavA bie <Enta>i(^ng entfte(K/ d^^<^4>t werben müftm^ ba^ 
mit bad abget^toc^^ene Slefultat DoUfommen genau n)(lre, tet. 
Setrofl beffen , toaS ityc o^ne jene ^enbevungen an (irenger 
Sic^igtett feblen würbe, ober bfe fosd^AnQteJergdtutmgber^ 
fürten entwidlung, in fofct^er (geflalt ang^eben mrben lann,. 
b^ ftd^ SoqUx^ beurtifKilen Ü^t, ob unb wann f&r eine 
iamierfort fteigenbe 3a^t be^ iniüntm^nd^^aften entwitfetten. 
(SHeber biefe Crgdn^ng in bet Xl^at unter )ebe beKebtge. 
Jtleinf^eitSgrenge ftnfen werbe. @o[(be Sormen^ foba(b fte 
aß cont>erg{reiibe anerfannt werben ffnb, geben aföbann qu 
i9iffermapen fär un^d^ßge anbere SRa^fldbe ber SSergleic^ung 
<A, fofern über beren (Son))ergenj; aud^^o^^ne anberwe^tige. 
Jtenntnif bejfen^ w(^rau§, unb ber 2Crt, wie fte ^öf entwicfelt' 
i^ni geurtbeitt werben foQ» 

^. 3(Ke an^ ber*s£)it)ifton an unb mit gefc^Ioffenen ®runb« 
fflininen entf))ringenbe ftnb )7on biefer IBefc^affen^it. (i$ ge< 
n^ ^ter nur bte einfa(bfte locn ibnen (^eruor|ul^eben» & ifl 
WeSorm i + x + x» + x»*.+x«*».,baS einfa#e ©d^ema 
bvt fogenannten geometrifc^en ^rogrefTiom 3ft ^ in H)i ein 
iQiec^er S3ru(^ fo wirb j[ebe6 folgenbe ©lieb ber Sorm großer 
(Ar bas oorbei^^enbe unb {letgert ficl^ w# iunebnienbem ^n« 
bfie Aber alle ©renje» ®enn fep x— i+a, fo ijl x» r: 
(1+a)», unfehlbar grSfer al6 l + naj unb f^n biefed 
lomi mit iunel^menbem n fo groß gema4^ werben afö man 
wiJL 2)ie gorm l+x+x^.^.+x«»»»» ijl alfo, fobalb x 
ehi uned^ter S&xnd) f^n foH, burd^ouS bioergii^nb, unb bleibt 
bbfei aud(^ fär xz:i» 

Jknn ober eine ^otenj, beren SBur^el ein unechter $rud^ 
ißi mit iune^menben QmmnUn (tber äße ©renje wac^fen. 

St 
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fo i^ Atu Mmim iebe, beren Siurjel ein e^ter f&ru^ fe^tt 
foU, fdl^ umler iebe Jtleml^eitösrenj« ^era^iuftnFen« Snfofem 
alfo barf bic femnc gtdgc aiifgewerfen wetWn, ob ntc^ i + 
x+x*u.^+^"♦♦♦ ^'"^ contjcrgircnbe gorm fe^n butfte, jebrö^ 
mal wenn X ein edj^ter SBrud^'fjl. 

S^te ^ntfc^eibung flieft fog(ei(l^ ani ber £e^re i^on ber 

1 : 1 * 

3>it)i|i[on. ^at man ben Quotienten au? — biS jum »ten 

1 1 - X 

®lirt^ entwitfelt; fo. ijl biefeS Stefultat nnr benn ftteng rU^ 
tig/ wenn man im ©lOibenbuS no4) ba§ ®Iieb-xn+i ins 
legen baif, worauf folgt, baß jenem SRefultat, bamtt efl ben 
xoivtlliä^ Deriangttn j&uotienten au^brurfe, al8 ßrganjung iu 
beftmal ber julefet Meibenbe Sieft mit untergelegtem ©ioifor be^s 
gef&gt werben muß: 

=1 +X + X». ♦ ♦ +x« • 



xn + 1 

$ier bvutft alfo bejUmmt jene grganjung — — ben 'Uppxoifis 

mation8felj)let au*, ben man begel()t, wenn man bten erjlen 
©lieber ber gorm jufammen Kennet, in ber Jtbfic^t, babnrd^ 
bie ©roße ju txf)alkn, au^ beren ^ntwicftung bie Sorm 
]^tt)ortritt. 2Cber fobalb x ein i(i)Ux «ruc^ ijl, in xodö^n 

± 

galle ein bejlimmter uned()ter S3rud[) fepn wirb, fann 

l*x 

x'^'^S fofctn man n fo groß nel)men barf, aK man will, 

}u ieber beliebigen Älein^eit gelangen* 2)ieö folgt oon felbft 

au^ bem eben bewiefenen ®a^e, baß |>otenien eine? unecfM 

ten ISrud^* bur^^ @teigerung il^re* (SvponmUn iebe be^ 

fiimmte @r&ße Aberfdi^reiten f 6nnen« Sil aber ber tint Factor 

eine? ^robuct§ unabdnberlid[>, wdl^renb ber onbere 

1-x 

xn+i mit juneljjmenbem n unter jcbe Älein^eit finfen fann, 

fo wirb iuä) bad ^robuct bepber geringer werben f6nnen, 

al* iebe angenomme^ne £leinl()eitggrenie. 
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XAt ütüift 1 + X + X» . . + x» . • . contjcrgirt affb itbe«^ 
mal, wenn x ein t^Ut Sßxnd) tjl, «nb bcr 2C})proj:ima(tonfc 
fehlet/ im man be{^cf)t, n>enn fte be^ intern nten ® liebe ge? 

f<^toffen wirb., Jji - — . (Sf i(l bem Selchen na4> tnit 
1 -X 

t^ret 6umme fllefd^artig, inbem er mit jlefgenbem n tms 

merfort abnimt; wd^renb für ben %aU, wo x ein unecl^ter 

fbxu^, bi« gorm alfo bitjergirenb tjl, ber Zppxoximation^ 

fe^er mit n felbjl über jebe ©renje ^inauöwöc^fen fannj 

tinb ieberjeit negatitj gegen ble &ummt tfl, wel(l[)er elf 

ange^Srf* 

4. SBir bebärfen f&r ben gegenwärtigen 3»>edC nur* b^i^ 
einfac^jlen unter ben |)rinji|)ien, tjermogt^ beren in bielen gdt 
(en eine Sorm, welche grabeju alS gegeben ongenon^n 
»irb/ o()ne weiter nac^ if)ttx (Sntfiel^ung gn forfc^en, atö con^ 
t)ei9ireitb anerfannt werben barf* 

@e9 eine nft<^> 9)otenjen toon x fortfc^reitehbe ' ff orm aB 
(ont)ergirenb befannt/ au4) ibr %))|>n)}:tmationSfebIer ober bie 
©renje bereits auSgemittelt, unter welcher berfelbe bleiben mn^^ 
Sterbe nun eine anbere bur<l(^ bie nemli^^en ^otenjen |ber ge< 
nwittfü^faid^en ^auptgrSße fortft^reitenbe gegeben unb fe? 
jebeS ©lieb jn biefcr geringer «K ba§ gteic^lS)ol&e in jener er^ 
Pen, fo wirb unter gleichen Umpdnben fowol!)l bie ©umm« 
«B ou(|> ber 3Cj)]prortmation«fel&rer,^ wel^ier au* bem 3Cbbre^en 
ent{|)ritt8t, «einer be^ ber legten, afö ber. erpen fepn, unfe^fc 
bat otfo au4^ bie 3())^onmation$greni< ber erfien, ali folc^e 
für bie lej^tt gebraucht werben f6nnen* 2^ e$ ttth^li^, bep 
ber ecften^ i^e» 2C|>))ro):imatipndfe|)ler gena^ anzugeben, fo lonn 
bieft? aW 2Cp|)roMmation6grenie ffir bte lefete bienen, fo wie 
e* ber S£ota(betrag ber erßen unfehlbar für ben ber legten 
fejjn wirb. 

e« genfige ffir; ben gegenwärtigen 3wedP fotgenbe JCnwem 

bnng biefeä Wniipi. 

Ä 2 
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a. ®eW mc Sotm, in Ux aagemein tebeS @Iieb butd^ 

n 

G ongcbcutet werben mag, fe^ fo befc^nffen, baß G in bei 
Z^at mit fteigcnbcm n unter 'jcbe öejlimmte itlcin^eit^grenjc 
^erabfommen fann, unb e$ jeige ftcb^ baf für ein fortan ju^ 
nebmenbeS n, bergactor, womit man ba6 t)orlS)ergebenbe ©lieb 
jtt muttipliciren babcn wfirbc, um baS golgenbe ju erhalten, 
immer tUimjc bleiben mfiffe; ali ein beftimmtet fiSruc^ =:f, 

fo ijl Kar, baß bic gortfefeung ber gorm G+G + .». burcfi 
lauter Reinere na^^fplgenbe^ ©lieber (duft, M bk gecmetrifc^ 

Drogreflton G(i+f+f»*.,). 68 wirb alfo bie Summe 

lener ^ogrefpfon G \y^) auglelcl^ ÄiJjjrojrfmationSflrenje 

in 

fcergorm G + G...-f G feipU; t)orau6gefefet, baf man atA 
biefer bie n erjicn €>Iieber jufammen nimt 

b. 3ebe nacb ?)otenjen t?on x fortfdf)reitenbe gorm, fn bet 
bie Socfftjienten ecbte S5rficbe jinb, ijt unfehlbar convergent, 
fobalb ffir X felbjl alS 3alörwertlj)e ec^fe JBrfidSie angenommen 
werben, unb aK 7fj)})rorfmation6grenje, fall* man fte mit H^ 
iiem bejiimmten ®tiebe fc^Iießt, fann bie ®umme ber geö^ 
metrifcl^en ^rogrefpon bienen , wetd^e ibre folgenbin ©liebet; 
wenn man biefelben i^rer ßoefffjienten berauben wollte, bot^ 
bieten würbe. 

^ c. SBBenn bie Setd&en ber^®lieber in einer entwirfelten gorm 
«bwed^feln, fibrigenö aber einem foM^en ©efefee unterworfen 
ftnbi baß bfe gorm conüergiren unb eine angeblidS^e Tippdri^ 
mationSgrenje b^ben wfifbe, fall« alte ij^re ©lieber j)ojttit) 
wdwn, fo conbergirt jte unfel^lbar, fo wie fte urf})rfingfi(^ flc^ 
geben war, (weil ffe al8 SDifferenj jtbeper anbern, alS com 
»ergirenb anerfannten betrachtet werben fann) unb i^re Tlppxm 
tnationögrenje wirb auf jeben gaU nocb Keiner fepn, aß be? 
berjlenigeni welc|^e aUt il^re ©lieber ol^ne abwec^^felnbe deid^en 
in ftd^ enthielte. 
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i)m formen fottfaufctib- }tD(9 nid^fl^ad^rte ©lietier ju^ 
fammcn ju faffcn, fo baß beten ®umme afö ein ©njelneS 
et^(^mt, unb baburdS) dne neue gorm mit lauter ©liebem, 
bie gleiche Scid)txu fu|ren ; ju ersten/ auf n)el(^e bann bie 
©d^e, welche gormen biefer ?(it betrejfen; fogleicj^ angewenbet 
»erben fonnen. 

Sjl eine gorm, in ber bic'3ei4>en bet ©lieber abwe^feln, 
tii cont^argirenb mierfannt, unb 1)at man fie fo defc^loffen, 
baf bie ®uv^mt ber {ufammengefaßten ©lieber ju flein ift, 
(alfo mit einem negotitjen ©liebe, faUS ffe mit ein^n po^tu 
Den conüergirenb anl)ebt), fo barf man ö)r unmittelbar auf 
ba# lefete ber jufammengefaften folgenbe« ©HA M TtpftoxU 
mation6grenje gebrauchen. 25enn ijl man Un) einem negativ 
ben ©liebe fielen geblieben, fo geben alle folgenben ©(ieber, 
jebe^mal bena^arte )^aarmeife {ufornfmengenommen, ^ofttiioe 
Äefnltate* 2)a6 3ufammengcfa0te betragt atfo ju wenig, wenn 
man ffe . weglast. £egt ma^i il^^m bage^en nod^.ba^ mdb^i 
folgcnbe )fio\xtm ©lieb ju, fo werben äße hinter biefem nac^s 
fommenben, ebenfo })aarwcife vereinigt, laute« negattoe Siefut 
tau bringen, man erhalt alfo ju t)iel,^faIlS 0e unbead^tet 
Meibem 2)er äu^ali aber, woburd(^ ©n äuwenig für bie ge^ 
fu4>te ©r^e in ein 3ut>iel f&r eben biefetbe Dertvanbelti jß 
eine Äp|)ro)rfmationSgrenjc biefer ©rofe* 

II. 2(ppto)ritnatti^ec (Bebrauc!^ ^er IC^ponensiftlfotmel. 

©ie ©runbforjnel btö naturlidjien 3>otehjenfvJlem^ 
e»m-h x-j- x^,. -^ x^ . I )at ben unfd^dfebarcn SSorjug, baß 

Ik f&r ieben SBertl^ toon x aUemal cont^rgirenb erfcfKuit* S)a{i 
^r jeben SBert^ Don x, ber ein zd^Ut SSrud^ ijl, bie gorm 
(onbergiren.mup, i^t fit mit alten, in benen bie ßoefffjienten 
ec(>te »rfic^e finb, gemein. 2>a^ fie aber aud^, faß^ x eine 
gORje 2ü\)l ober ein unechter S3rud^ fe^h \oU, gleid^e äSraud^^- 
hrfeit befifee, lapt ftd() leidet jetgen. 
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S)enn fe^ x fo gr«fi oM rt tM8e, fo toitb matt 
n iebevieit fo nefimen fönnm, )»f fik tiefe' Steige 

tint) omann muf fhx aOe Sffiett^e i^n n, bie noc^ uberbcn 

jumrjl biefrS WPenben JS^inauSgc^n, ■ ein immer flcinc^ 

^et ed^itet S3ru<l(^ werben. £)fenbar alfo, ba jenfeitS b($ 
n + iten ©UebeS bie Sactoren, womit ft^^ fuccefftt^ bie ^oiA)tu 
0el^enben ©lieber muIti))Uciren ; .um in bie folgenben uberju^ 

aej^n, — • — , -^ — :♦♦ fimmtli^ ßerinaer jtnb oK -7—, 
n + 2 n + 3 -tö«?i n + 1 

werben bie ferneren ©lieber ber 3form Keiner, att wenn fte fu^ 

burd^ fortfoufenbeS aRuWi|)Iiciren mit bem e6)tm Sßmd}t -— p- 

au§ eirianber entwicfelten* ^itl^in Ifat ilS^re SSerringenmg, 
rafc^er ali bie einer geometrifc^en §)ro9reflton in welcher ber 

gactor — j— - =f regierte I feine ©renje. 

^at man unter ber IBoraudfe^ung ninefi n, wel(if)ed 
— 7— rrf als einen c^Un äBrudj^ ' erfc^einen ü^t, bie n 
erfien ©(ieber ber @):)>^m)ia(rei]&e iufammenfiece^et, fo miib 

Ol« 3f|)t)rojfimationSArenie" G/^L'i — «J^!!!lL-/^_i-.^ 

^ n+ 1 

aufgefieUt werben b&rfen^ welc^^eS offenbar mit fleigenbem n 
unter jebe beftimmtc Älein^eit l^rabfinfen fann* 

. %üx x — ± t)erwanbelt \iöf bie 3(})t)rorimation83renae ber 

1 n 4- 1 

(gjfponenjialrei^e, weil r aWbann — =— wirb, In 

11 1 

^ — — • — ♦ 3(Ifo — be* legten in bie Summe aufflenonM 
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mtntn®ti€M ift aUbann bie ®iife, tinfet toetd^ b€¥ &e^ 

es tfi oifo tiütf t>af bie 3al^ e^ mläfe htm natuüi^tt 
®9pcm jur S5ap Wcnt, auf feinet ö^runbformel ; ef ni+x 
+^ • +x^» ♦ i&cröprgel^bi wenn in berfelben xi=i gefefef ipirb, 

1.2 1..U 

e=l + 1 + 7~: + r4^ • • + T^ -^butc^ eine fe^r 

f(^nell cont>erg{renbe Steige a))f)ro):tmatit) berechnet tvetben 
fanm 3Ran Ij^at jte t>mä) ben ©ebraud^ .berfefte« gefunden: 

ezi 2, 718281828439-»» 
brtötf il&m fittffc Aber tifd^t toetfer, fofem man ba» «atiit^ 
Iid(;e §)oteitjenft)fiem numerifd^ antoeHbctt tt)fll* - 

JDa mQatiufBtxti)C t)On x tit' ber ©jyöitenjlalrcfl^e: nut 
ftbwe^felnbc 3«i(i^ii ber ®lieb« l^orbringen, fo wirb jte 
unfehlbar and} fftr ^tlä^ coni^rgettt fe^m 25a man U9 
Wd^etung^red^nungen jeberjeit 9ld#fteinere§ aK baS ©efuc^te 
jtt »erlangen ^Jflegt; fo n^irb man bie-Sorm bep iol6)tm ©e^ 
braud^ bcrfefben mit einem negatitjen (un})daren) ®lieb^ festes 
$m, itnb aBbann baö^ unmittelbar ftelgenbe })öfitiöe ©lieb 
ber gorty atö 5f}>})ronmationegTenje 'gebtöfu^en burfen, ffit 
1-f x+x*^ • x««^-! > .. afö@umme; wir b x^» al§ 3Cp^royi- 

1.2 . 1.. .2n— 1 l...-2ri 

«otionSgrenje bienen bfirfen. 5Sir bejffecn alfo in ber ©»Ojs 
nensiafoeibe eine gormel, beren Äraft ju numerif4)er QnU 
löicflung aKer e):|)oiienjtalgrfifen im nalfirlic^en ©ppem un^ 
bcbhifit au§rei(^enb x% 

£)ie t)oBfommenfte ^robe ber tjSHigen Suldngtid^feit .-einer 
a})l)ro)rfmatit)en Sormel bcjlebt barin , romn matt tmify pe 
tticl^t ,t>Ipf für beliebige einjelne ©ert^e ber^|)aui)tgr6#e bie jtt 
gehörigen bee'®efud^tcn ableiten, fonbern and) bie ©efefee ber 
gegenfeitigen SBeiiebungen jwif^en bem ©efu4)ten unb ber 
baffelbe beftimmenbeh ^uptgroße au§ i^r entwttfetn farim 

©ep ber Exponent poftti» ober negativ ^ ganj ober ge^ 
brodf^en, fo grof ober fo Kein als er wolle, fo laßt [xd) burc^ 
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tiefe %otma Ut 9&^i) feiner ^oteti) fhx jebe leUebig M$^^ 
fteUte 3C))]prorimattoiidgvenie immer bete^mcn ; fo baf um ^ 
t^^ofTene 3a^ t>on ®Iiebem ju tiefet 3CbjidjK^ j^h^t« 

68 Ijl nur n6t()i9, |)otenjen mit j)of!tit)en 6r}>oncnfen ucs 
fpmnglic^ auö bcr (Srunbformel ju finbcn, b<te-x= -— -♦ 

6* 

9){ag ber €):))onept fe^n, n>el(l^r er n^pde; fo '^t^btt t(m 
eine beffimmte 3a^I ald ^otenj an. 2)enn für iebeS inbitti^ 
buett^c X ijl 1 + 3t.» - h x^ unfehlbar eine folcfee. 

2)em gr&peren @r))oneBten gefi&rt iebeSmoI ein gr^^erei, 
bem f(eineren em fleinerer yotenjwertb« 

2)enn e« ^^^ = e*, e^ zz e» /i + b + b^. . + b^V Scr 

iWieijte goctor ifl aOcmal gr6ger aK i, mit^h e* -*•»»>«». 
6S fann a(fo im reeUen nat&rKd^cn @Qßem iebem (Stpmtm 
ten nur eine 3a^I/^a(& 9Sert^ ber burdj) i()n beßimmten 9)0^ 
leRj^anbeim fallen. 

3ebe^cten) Dcn e, beren drponmt f^fitb ift; tnu^ me^ 
aU i bdrageni bean e^zzi + a., + a?^ Ift immer großer 

l...n ' 

afö 1. 6benbe9wegen muß iebe^ beren Srponent eine nego^ 
liw äabi fepn foU; einen eckten JBrucb ergeben. Sft e»5>f, 

1- - . . ■• 

fo tt>irb e— »z: — ob^e 3«>eifel <!l. 

2>a§ .naturltcbe^otenjenfpjlem ifi bur(^au8 auf |5ofi(it)e 
Sablen befcbrinW^ unb maQ ber erjjonent ^)ofitio ober ne-- 
gafttOi groß ober «ein fepn, bie ibm jugebörigc 3abi muf 
toimer bad. + Seid^en fubren. 

Sjl a poptit), fo ijl es 1 +a + — ^ . •. -f. —^ rrc» 

9lei4>faa§; füf)rt «• immer ba0 + Seid^en, fo muf ba6 ®lei(^ 

1 

mit j^ r: e-* obne Sweifel eintreten* 
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jenfpftem fo ju hmi)ncn, baf man, aßmifig buiJdj^ Herne Sn* 
tcwoBe fottfitl^t^iteiit), bie (gjfpöneiitm tirfif^trfmgn^ annd^me^ 
iinb au8 il!)nen bie jU8elj)6rigen ?)oten jen berec^ete^ fd wftyben 
W; jw f^rf*« Äbji'c^t. 3(b£firju«8«n- unb fiSoft^ Dielfat^et 
Xrt entwicfeln laffen* 

2)a ober ffir bie ÄuJarteihina biefcl ©pflem« grabe ber 
«maefe^rte SBeg jwerfmafiger gefiihbeh ijl; fo l^aben folc^e 
Unterfuc^ungen fein ))rahif4)e^ Sntereffe. 35od^ ma^ wenigs 
peoä ein baju gehöriger @afe ^ter angeführt »erben» 

®enn bep fuctefjlüen gorffdSiritten t)on einem erponenfen 
jtim anbem mä)^tn, fo Weine Sntert>aUe angenommen würben, 
bap ber iebeSmalige Sufafe • t)on b^m vorigen QxifomnUn ju 
bem fol^enben jugfeidf) für bie 9ied()nüng aB 9?dl^ernng§grenje 
, biente, mitl^in/wenn e* bie borige, e»***^ bie- nd(|)fifoIgenbe 
^o^^nj fe^n füHte, b ein fo f leiner ec|)ter SSxuä) wdre, baf 
Geringeres aK er, gdnjKd^ weggelaffen n)erben bfirfte, »0 
eS aK 5£^eil jutreten mogte, fo i(l flar, weil e*+^r:e*»e* 
= o*/^l+b + b^. ♦ +^b«j\, baf, wenn man im ops 

j^rimatfpen ©ebrAUcl btö gw^^teu $act(»:i bep beffem erfkn 
iuidbf^(geHben ©liebe/ b, jle^n bliebe / ber baburdt^ begangene 

b^ /'_J_\ b» /i 4- b«\ 
ge<>Ier unter TTlf 1-^ ) = niV n/' «ni^*i«.no* 

me^r unter b liegen würbe, mithin e*-^ *» n e» (1 -f- b) gjfefet 
»erben bürfte, woburc^ alfo^ baö gortfcbreiten ^on ber vorigen 
f)otenj 2ur folgenben auf eine unbebeutenbe SBuItipIication 
jurucffommen würbe. 

& bebarf faum einer ffiemerfung> bafi alle @a^e, mld)t 
l^er öon ber (gr|)one5jiaIreil^c für ba§ naturlit^^e ©pjiem ent^ 
wt^It ftnb, mit geringer 3Robifi<attpnen m^ t)ctt ber aUgt^ 
meinen Gi^^onenaial^rmel güftig fe9n muffen. 
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1. £ie (tfle Sun^tnentalfotmel bev (Enttoidlung notfirs 

log (i+x);=x-x»4.x»...(.i>xn 
» a iT 

ijl jwfolfle bcr ^riniipfcn in Viefcr S5eilelj)un8 conüergirent; 
fobalb X e(n echter S5ru4); bbcrgirenb, jebeömal wenn x ein 
ttned()ter Sämä) i% ^06) iain conDergirt {te im erflen SaÜ 
fr^t langfant, »4)fcm nicfet x ein ^6)Ux Sdxuäf öon bebeuten^ 
berÄWn()eit (jl; unb^ nali paar flebac^t »Irb x«^ , ifire 

»4-1 

3())))rorimatton6grenje in folc^em ^alle^ einen fe^r l{)cl^en 
SBerl^ t)on n »erlangen, um ©id^erl^eit einer ^mlanglid&en 
9läl^erung ju gewal^ren. 6§ wäre a(fo biefe Formel, wenn 
man bep il^r flehen bleiben mii^tc, un febr geringer numeri^ 
fc^er aSraud^arfeit, «nb nur auf äal^Ien jwifdSiett i unb 2 
ot\iuwenben. 

2* ©efet man in il&r fiatt +x an bie ®tdle -x^ fo et^ 
b^It man: 

log (l.x)=-/x+x»+x^..+x«.A 

2(u(ib {t( com^ergirt nur für SBertbe t>on x^ bie ccbte SSru^e 
jinb ; man fann ■ ■ - ( — j aß ÄpprojcimationSgrenje für 
fie be}ei<bnen. 

Aber fie bejtfet eine Diel umfaffenbere SProucbbarfeit aß 
bic t)orige. 2)enn ücrmbge ibrer erbaft man bie gogaritbwen 
aller ecbten JBräcb^ tpeil, fobalb x ein beliebiget ecbter SSntcb 
ijl, i-x gleicbfaW jeben folcben barfietten fann. grepfi* 
wirb nut f&r ein bebeutenb Äetne» x bie ©mwfgen} b<r 
SJeibe betricbtHcb fe^rt- 
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,$. fS». ti#^t (ine fe^r Ixan^vt Qmi^mämt', wenn 
num Ht brpticn ootigen Sottnen t>ui(l(> ®ui)tracttoit .mit ein» 
anbei Mtbinbet 

uni %c Äraft tritt am bepen ]&ctt>ot, wenn man ^r —i— 

drt eigenes äeid^en zzz fe^t, »oburdj) umgefel&rt —7— ~x 
uÄb, 2)ann ergibt ft^ bie gorm: 

iwÜ^e; fo oft—t— ein tä)tCT^ S5rud^ ifl, ieberjeit, obfc|)on in 
2+1 

ies meiften SäUtn nid(^t tafc^; conDergirt 

ÄuS Mefer lefetm gormel Ü$t ^ä) in Tib^iäft auf im Su^ 
fammenl()ang }n)if(^en naturHci^en Sogaritl^men \xn\> 3al^Ien 
fblgenbeS num^vi\d) na^wcffen^ 

Sebe pi>fitixlt 5a^I z, fte fe^ grfißec ober Keiner 
al$ 1; ^at not^Yomt)ig einen naturlidl^en Logarithmen, tinb er 

lägt [xä) berec|)nem ©erin fobalb z po\itxt> ift, wirb --7-- 

rin e^ter S3ruc& , mitl&in bie nad^ beffen ^otenjen fortf^rei^ 
tt^t Stelle, wotauß ^ log z ergibt/ eine cono^rgirenbe* 



*) J)af jte für x~i , nf*t conwgiren fanrii wjle^it fic^' wn feWjr 
ba ffe aläbann log o bebeitten' würbe. (2« Wßt fi* au^ i^rer Jorm 
felbjl ableiten, gjjeftr Umjtanbe wiitU Ut ÖBett^ »on log (i+^Of 

fit xtri/ über Ke gotm 1 — -5+^— -j-««— log 2 ma: 

' ittttf ttm bie grage^ ob f!e coiweröire, ju entfcfteiben. ^er fft birf 

fihtfiüjfig. , Senn wenn man in log Cl-^t) jtatt ^^Y ^^^^' T^ 

»Äwr^irt bie gorm gewif nnb'aibt log—, »ot)on ba^ Umgef e^rte 
H 2. 3n bet addemeinen Sporte ber eom^rgen) ttnb Slt^ergeni 
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,Sebe ^ofifbe 3d()l Qth^t M l l^ae einen/ i>offth>€n So^ 
rit]()men. 25enn ijl fte z, fp »ii^t^ C — rr ) unfe(;IbQr poptit) 
unb bte Summe bcrSRel^e, bie nac^.beffcn ?)otcnien fortfc^rcf- 

Se)>^ e% 83ru^ ^t no^^enbig eine negatibe 3a^I juv 

ioQaxit^xtim. jDcnn ift 2 ein echter JBru^, fo mußQ-^y 

eine ncgatibc 3ö1[)I werben, unb eine 9iei()e; welche 6fop nn^ 
ipaate .^otenjen einer folci^en in pc^ faßt, wie bie für log z, 
.muß aBbann eine negative ©umme'gfben. 

Scber j)optiüen ßa^)!, bie über 1 l&inauägeH gel^Srt; fobalb 
pe tDä#/ ein größerer Sogaritl[)me* 2)enn wenn x gr&ßer aß 
1, mitbin — r- ein ed^terlBrudE) ip, fo wirb biefer ecbte SSrucb/ 

fofern 3dbUr unb 92enner beffelben burdb 3unabme be^ x um 
gleicbbiel wacbfen, großer werben/ alS vorbin / mitbin bif 
@umme einer cont)ergirehben Steibe, bie nadb feinen ^otenjen 
fortfcbreitet, gleicbfaUS. Zui biefem ©runbe bot jebe 3abl, 
welcbe mebr betragt aBi i, wut elnm einzigen Sogaritbmem 
Unb e$ folgt barauS bon felbp, baß atte 3abl€n, bie jwar 

^)optit) üter Heiner aB i pnb, für bie alfo -y— etxoai' SRc^ 

ga(it>e& wtrb > jwar fdmm^licb negatit^ 3ablen. atö Sogaritb« 
men ^balten mfijfen , t>af aber jeber ge airberten 3abl biefer 
%xt ein anberer Sogoritbme jufommeti muß/ folglich auä) 
iebe folcbe nur einen ,£ogaritbmen baben fann« 

^ur nega(ibe ^cäfim, mm man ben Logarithmen einer 
folcbw hmdfxtm w^Uie, t)erfagen bie entwtcflung&formen 



pnl) gerabe Hefe l?eii)en Oieiben l/"7' y 7 * . * ♦ mb 
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tai#(m« )db^ detmt^tni, mitt^in bie ^gfl^^eit baS ©t^ 
inifU üppxmmati\> ju b€rcc^ncn; btnn fowö^il bie gotm 
log (1 + x) z: X — X* + x^ ♦ • .^ wenn man in l^r x BJegai' 

tto unb gtSfer aß i nehmen wollte, aW bies log « — 

/"^^ V + ifillLiy.,,/ fm man iibttffüupt in 

berfetten ffir z cttoa^ Siegatit^eö feftte, »firben bun^^au« bft 
»et^enb auSfallem ©o bcjldtigt cö jTc(> ffirfwdrt§, waS 
bereite birect bep bev nttmerifcben S3ere4)nung ber 6):ponen:: 
2ialgt5fen bargetl^an tporben/ bafi feine negative Saijl al^ 
|)otenj im naturli^en ©pjlem erfcfeeinen fanii; baß-aJfo 
twtfttltc^ Logarithmen rtegatioer äa\)Un, fofern fie felb^ 
hßitnmte reeKe Ballen fe^n ioüm,^m^aM .nic^t m&glic^ finb* 

es laffen flä) au^ ber erjlen Sunbamentarformcl fiir bfe 
GntwicHung bet. natärli^yen Sogantbmen, noc^ mele anbere 
«Meilen; bie barauf l^ittauSge^en, ba^ man aud UnMtannt 
tm Logarithmen gewijfet 3a^len , bfeienigen t)on anbcrn . 
oMeitet; bie mit ben erjigenannten 3al^Ien in gegebenem 3uv 
fdtoinett^ange i^e^n. ®nig^ biefer Art m6g^n wegen ibrer 
Melfdc^en äStaud^ibatf eit IS^ier i^re @teße ftnben. 

4. Sjl log a befannt, fo wirb, ba a + b — a ("i -f— 1 

. log (a + b) = log a -f log Qi -\ — \ ®w refete %t)til 
«0^ i<t ©runbformrt tntniäüt gibt: log (a -f b) — 

JDlefe gotmel ifl befonber« banim fo wic|)tig^ weil fte jcigt, 
imeM^^t ba§ gortfc^treiten Don bem Logarithmen einer 3a^I 
JU bem einer anbern ijl, t)orau§gefefet, baß ber llnterfd[)ieb 
biefer 3a|Jen t)er^dttnif mäßig gegen fie felbjl gering ijl- Statte 

man b gegen a fo Rein genommen, baß — afö ZppxojAmas 

a 
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tionSgrenje Wenen, tfiffte, fo tpfirbe log (a-}>b) = log'4i 

5* 3lo6) ta\ä)ixe Sta^erung f6nnte man in gleic^^em SaUe 
ct^aKen, wenn man ftatt i+ — = — ^T" f^^^^' welche* 
J^m an 5!Bert^ ibcntifd[> {jt| imb nun bic Sormcl 3/ in t^r 

int6} erhielte man 

l06(I+b)=:loga+2 [(^J Vi(^-^J. . . 

+ 2r+i(2rrb) •••] 

6. @e|t man {n ber Snntomentalt'>"wfI ^og (i + a^' 
rrx-3^. . + (— i)»-» x»^. .. ffit X an tiie ®teffe' 

1, fo «#< jte: log(i-i-'-)=logi4-^=:log(i-J-2)- 

2 . \ Z /' ' Z. 
log Z IZ •- r- ♦ ♦ ♦ ( — 1)"-* ♦ ♦ • ♦ 

Xuf fiWc^e 2Crt Mc gormel ffit log (i— x) bemäntelt 
fintct fid^ 

log(z-l)-logz = -(i+^..+ ^..). 

3CuS bepben @i^en log z gefuc^t, fk bann bur^ 3Cbbttion 
Derbiinbcn, tinbt^on bet®umme b{c^&dIfte angcfclt, 1^ax mani 

logz = 41og(z.l)+ilog(z+l)+^+^,..4^^^\; 

Siefe Sotmel n>ntbe, bep tofirRict^et {Beregnung be$ 9)0^ 
tenjenfpftemS, t)on gutem 9lu^en fepm £)afl be^ einet folcf^en 
nur bie Logarithmen ber |)rim2al()Ien gu fuc^en ßnb, x>ix^t\jfi 
^x^ t)on felbjl Sjl^z eine fbl^e^fo finb z-i Unb e+l ani' 



Iftctömt j^Ätiitnettg^fet 2)fefc Sactoren flnb Wdnire ^itia 
jodiert aI8 2; man wirb olfo^ bep regelmdpgem gortf(i>reften 
(er Siec^nung^ i^re iog^ant^mcn fd^on ^aben» 

Xe^nlic^c« laßt ^d) burc^ fleine Äunjlgrijfe nod() auf mam 
(^erlep 2Crt Icijlcn* 

7. 5{BilI man iiberl()aupt bie {Berechnung eineö Motens 
jenf^ffem^ organlfltcti; tinb jic^ in SBejt^ . geipljfer Sitn^ 
t)amentarjal()Ien fe^en, a\x^ benen nacbb^i^ burc^ (eicbtt 
Sie^nungen fär dOi übrigen ba& ©ewfinfcbte erf^aRen- 
»erben .|anp4,fo ijl ol&ne grage bte SWetl^ßbe bic. jw£rfs 
mafigpe/ weU^e in ber Z1)Qt r>on ben erjlen öcre4)nerÄ ber 
logarttbmifc^en tafeln gebrandet werben ijl. 2)iefe SKetl^obc 
fe|t t)orauS, baß 'tnan bi^ gogaritbmen ber fncceffit>en ' 
|)otengen t>on iO; bie ber 9 erjlen ganjen 3ölf)Ien, unb bie 
ber UM6)Un SSrüc^e t>on 1/1 5 1,2; ♦*♦ 1/9} ebenfo ber iDon 
1/01;««.* 1/09; allgemein ber unechten ^ruc^e t>on ber 

Jorm l+-7r f wo » «De SBertl^e iDon 1 bi8 9 ^aben fann, 

10"* 

n bis ju ber 3al^ aufjieigeh mu^, welche bie Üßenge i9on 
2)ectmaljlel(en anjeigt/ btö ju welcher bie iBered^nung getrie^ 
ben werben {oU, jm)6rberjl beredS)net ^abe* . ©ne Zabcüi, 
r^AÜft aUe jene Sogaritl^men tntf)äU, ijl leidet gu @tanbe ge? 
btad[)t/ weil gu i^r bie ?rjle ©runbreil^e für log Cl + ^t) uns 
mittelbar gebrandet werben barf- @it wirb am bejlen ffir jes 
beft f)otengenf9Jlem befonberS berechnet, unb mag/ ba jte auf 
eine» geringen Staum gufamtpengebrdngt werben tanttf fo« 
»el^ f&r ia^ nat&rli<|^e, afö für boS gemeine, &ogarlt^menf9$> 
jiem im tKnl^ang« biefer @d^rlft i^re Stelle ftnben* ^iefe So^ 
bete DorauSgefe^t/ fann man in bepben &^\ltxnzn f6r aQe 
Bi^, bie niä)t (tbet 20 Biffern binouegebn, bis auf eben - 
fo.t^ide S)ecimalfteilen ber Sogaritbmen febr teicbt erbatten, 
fofolb man «im ®tonbe iji/ bie gegebene ^^ in Soetoren 
bei angenornmenen Sorm aufgulftfan/ unb eS wirb bieS gu 



k 
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gtßttnbetii nüfti afö eine XbUtfon üim an^^ber SaMfe ba 
UmUn Sogant^men erfofberlid^ fe^n. 

2>tm'birt man eine beliebige mebr^if^^ gonge 3aM btm(| 
{()re eigene l[^6d^{le Btffer, fo erhalt man jnm £luotienten fo^ 
fort eine 3a^l, beten etjler Sl^eil i, beten jwepter Zi)e\l m 
ange^enfter ecl^tet 2>ec{malbnt4> ifl« Sebe 3al^I foU^ev Sorm 

i + —rr + ' ..., wenn man fie burc^ ben Snbegrijf 

l^rer bepben erflen bebeutenben 3iffem * + 7^ bit)ibirt, gitt 

jum ÖuoHenten eine ä^nlicb geWlbete, in ml6)n We jwepte 

bebeutenbe Siffer ein einfacher Decimalbruc^^; beffen SRenner 

b 
um einen Slang ^o^er geworben fepn mu^, i+- .^^ +^ 

(Sß ift affo tlax, baß man nur einige fucceffi^je 35i\)ifionen ber 
lefeteren Art m ben aHmafig ^enibrtreteuben fluotienten ju 
ijoUjie^n braud()t, um, mit beliebiger »pprorimartpn , ben allere 
erflen £luottenten in ein Drobuct aui (auter Sactor^n ber 

£)iefe§ SSerfabren gejlattet wif außerbem einen leichten unb 
obfurjenben ÜRed[)anfemuö. ®ocb burftr bie JRe^nung öuf 
folgenbem inbirecten SBege am fc^nelljien gum 3n>e(fc ful^ren. 

jDiDibirt man mc t>ieliiffrfge 3a^I burcb ibre, um eine 
^inbeit erboste, 2(nfangggiffer, mit 93e9be|ia(tung %e^9{ange$/ 
I9e(cben fie beft^t, fo erfcbeint fte ai$ ein ^robuct an^ gmep 
Sactoreu; Don benen ber erfle bie jenen 9iang befifeenbe Siffer, 
ber gwe^te ein ecbter S3rud^, n)emg t>on ber ^inb^it ^rfcbiebeBT 
fe^n wirb. @ie iji bdbur^)/ wenn a eine einfacbe Siffer/ ^ 
einen ecbten Decimalbrucb bcbeutet, auf bie gofm Arra.W.^ 
B^ gebrad^t. konnte man nun einen Satter, ober einend 
begriff t>pn gactoren , f, finben, wc^lcber B.fni moi^te, in* 
wire ber ftogarit^me-eineS foldijen fcbon b^annt^ wie ber tw« 
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bn ittifa(^en Sifer n, tinb bet t^on i(P, fo l^tte man ben 
g^garit^men ber 3a^I» 2)enn cö wirb ber Annahme gcmif 

Afr:a.io^B.f=a.iO" fepm 3Bif^mA=-l— j alfo J05 
Ar: log (a. 10")— log f. 

6§ bcbarf jclfet mt nc6) €ine§ leichten @a|c8 aui bet 
8c^rc t)on bet bcfabifd^en ^Mti^ücaiion. ©cp ein ecktet T>^cu 
molfcrud^, bcr in feinen t)orberen ©teilen lauter 9/ erjl in bet 
nten imb'na(3(^^ erigen anbere beliebige Sijfern , a, ß, y. '«♦ f. xo. 
mtf}alt, t)or|)anben. Denft man fic^ einen folcben, t>cn 1 ab: 
gejegen, unbfefet man g^azra; 9-/Si::b;9-yizc u* f* w-, 

fonjitb ber9JeP:^+ ^, + 7^2 +-• SÄanipirb 

oI|b ienen anfänglichen JfiLrud^ bur4> ^"(7^+ lO^^"*" 
—^ , • ♦ • ) anbeuten mSgen* 

' Unb nun fud^t man einen Factor üon bet ^gorm 1 + 

— , unter ber SSebingung, x fo ju beftimmen, baf ber am 

fdugli^e Sßxnä), mit biefem gactor multij^ncirt; tin ^robuct 
\ g^e ; no^ weniger alS er, unb fo wenig aU im Allgemeinen 
I auf biefe 3Crt möglich, t)on 1 uerfcbieben au6faHenb* 

I SHe v^wfSi^ SKuItt|){icatton bet l^ben Sactoreti gibt 
i — '(-^— ^4 Tl)- ®^ ^^^^'^ ^^^ gemdf fo na^e 

Ott mogbd^ an 1 gerucft fepn, ba angenommen ^ baß ed 
immer unter 1 Weilen fott, wenn a— x no; alfo x — a* 
Sttl^er He S^gel: l)at man einen ecl^ten 3)ecimalbrudt^, unb 
Deibmgt man einen gactor , U^n erßer 3l^e{{ i, ber jwepte 
ein einfatt^et Secimalbruc^ fepn foH, um jenen gegebenen 
tm«^ äRuIti)}(ication fo na^c an 1 3U fuhren, atö e$ mit 
S^er^f baburcf^ im ^Olgemeinen gefc^eben famt; fb muf 
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^er Sii^la biefeft einfachen ^ttimaüm^ fcte (E^S^OiMOi 
ju 9 für tu l)6ctiie Siffer in bem gegebenen Deciraalbrud^; 
wtld)e noc^ niöft felbH = 9 ijl, fein ^Rennet rauf t)on benu 
felben Stange mit bem jener t)bä)^m 3iffer fepm 2)tefe Sie^ 
gel aUmdlig immer fort anwenbenb, bcfommt man febr Teilet 
eine JReib'e tjon Steteren ber »erlangten Sorm, welc^je einen 
gegebenen eckten ^ecimalbru^, fo nabe afö man roiU, muh 
tiplicirenb auf 1 jurucfbringen* 

SBenn man alfo nur bie au§ ber ibereit Hegenben *|)ulf^ 
tabelle genommenen Scgaritbmen biefer gactoren fjimmtr^ 
unb bie« vom gogaritbmen ber bocbften 3iffer in ber anfange 
lieben 3a^t, au^ ben Slang biefer 3iffer bepbebalten, ah 
jiebt, fo l^at man baö SSerlangte. 

& beborf wol^I feiner au^b^icbcn 3Cuäeinanberfe|img, 
baf unfre »l^iiff^tabeHen eben fo bequem ftnb, um bie um^ 
getebrte S^age, {u einem Sogaritbmen hU juge^ge dobl 
iu beredimen, fogteicb ju beantn^orten. @ie geben bmdf 
lei(t)te 3(biiebung ber. gr6^migli(ben in ibnen ftebcnben iüf 
garitb;nen t>on bem gegebenen , fogleicb bie Sactoren oon btt 

gorm v + 7^y' ^^^*^ ^" ^^^ gefucbten 3abl entbaßen 

ftnb, unb bie faji mit gar feiner SRube ju DoO^iebenbe 9tet 
ti))Iication biefer Sactoren bringt bie gefud^te 3d$l fdb|t 
iberboh r 

Viibcxi)anpt (äffen ff^^ 6e9 6em gongen Setfo^rett mif 
man(^er(e9 Xbfurjungen mb Stortbeile anbringen, i>em 
S>arßeBttng aber an biefer SteOe mgmimifiQ ^ mhdjtt. 



2rae t)or^in jnm 3werf ber 8ogaritbmenberec|)nuttg ent 
tvi^Iten Stäf)m geben jn^or nur noturK^e Sogaritbmen, 
aber bermSge be« befannten @ai^, bap log N bas b 

Log nat N -, , 

?= j^ ^^^ ^^ / «Minen au^ i^ren Stefuffaten fogfefcb bie 
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«DjÄri^mett ffit iebe fceKebfge S5aft8 afeflefeltet »erben. @o 

"^^"' ^^ log nlt io - 0;4342944819.., We no. 
tfittfd&hi gogarit^meiti inttm man ieben berfetten bömit 
mr^tipmixtt, fofort in briggifc^e oerwanbett* 



Iljcotte bet imasittären 6;ct)PttenjlaIflröftn im 
nat&rlic^en Softem« 



1. (ScttnDiöee tmdgin^ret <eirponett3tAl0tSgett/ un^ (Brund? 
focmel tf^tret Sntwlrflunj. 

SRan uberjeugt fid^ fc^on in t>a ^ernntaxatit^mtit, miy 
tmnmtü^ ium erjien fWale bep berÄU^jid^ung *er iQnabrafc 
«mrjel, baryon, baf e« aritbmetjf4)e Operationen gibt, bereit 
SSoßjlebung an bejiimmt gegebenen 3<ibl«t/ man mag fte genau; 
Dber nd^erungSweife DoHfiibren foßcn, ber SRatnr ber äoblei^ 
unb ben ©efefeen ber Sabfeerfniipfungen wibarjireitet Wlan 
nennt Äu^brfidfe; in *enen folcbe £)perationen Derlangt »erbrn, 
Vmni^uS)u fotb€tnt>e ober fmagin^re auaOrddfe, @ie 
befiebn offenbar in Änbeutungen; wie im einfa4)|len gaHe 
vr<-b) eine ^ä)i barfleBt; itnb aBuraetoitöjiebungen I^Sberej 
©rabe abmiete mit ftc^ bringen* 3tuf gW<be SSSeife geratbeti 
xek bep bei »ilbwig beS einfo^ften ?)otenjenft>|lem«, wnn. 
»fr negatit^e Säulen in baffelbe aufnefmien »oBen, anf eine 
Soiberung; »eld^e ben @titn)i(f(ung«gefegen beS Solcufö bbrd^ 
ort entgegen ijl, unb log(-b) fann ben Regeln bcr?)otenja^ 
«tag gemäß ^Un fo wenig gefunben werben, afö K(-b) ju* 
foffle ber ©eje^e, mlö^e ffir bie ÜÄurtiplicatipn flatt ^abert, 
man mag e^ bur<b eine mirflic^ äal^l genau ober approjcimo^ 
tit) au^brudfen »ollem 

82 
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ttnb bcnnod^ ftnb 2Cu8t)rfidEe, in benen folc^e ^otbarungrtf 

. öufgcjtellt »erben, für bfc SBiffenfd&aft t>ort bcr ]^6#cn SB3i% 

tigfelt, unft aUe 2CIfgeracinl)cit berfclben wfirbe ju ®xmU qc^, 

tDenn {te nic^t , nn^a^Ut ffe abfolut etn>oS butc^au& ttnjbitt» 

^aita ücrlangcn; ^ptti^eti^d) üv bicfeftc aufeenommtn »firb«u 

@o wie iib€x\)aupt baS 0ie(l&nen in ber ^6l^eren Zni^ma 
tit auf ein JÄed^nen mit Änbeutungen jurucffommt, fo wirb eS 
gtfiattet feijn; auö^ 2Cu$bricf e ber eben bejeidjjneten Ttxt anjufe^n, 
afö wenn fte wArflii!^ fd^ig waren, Sagten ju werben, unb 
in fofetn and) ben ©efefeen unterworfen werben ßnnten, benen 
3Cnbetttungen wurlK^Kt 3al^(en il^rer .92atur nac^ gel^ord^en 
mfiffen.. ©o entfielet ein ^p^^ot^Ktif^K^ 9lec^nen, beffen SRefuIi 
tAte gl^ic^faU« ^v^jötl^etifcfy pnb. ßS fann weber in ber Sbee 
noc^ in ber 2(u8f&^rung ©d^wierigfcit i^abcn, ju entwickeln, 
wa* für SJefuItate entfj^ringen würben, wenn .bie £luabrat^ 
wurjel ani einer negaWen 3^^^ möglich wire, mitl^itt bie 
Xnbeutunfl »^(-b) nnr eine aufgef(l[)obene Slec|)nimfi, faltig 
dne.beftimmte 3a^l ju geben, barjleßte, unb unter bfefer 
IQorauSfe^Hng auf biefelbe 2Crt in weitere Sted^nungen ^crfloö)^ 
Un wfirbe, wie e8 bep \ol6)tn 9labicargr6ßen, fcfem fie eine 
mOe aSebeutung l^aben, ben Stegein ber ^Crit^metif gemdf, 
^ejtattet i% 

©ofem bte Ärit^^metif ba« Sled^neh mit ^fiibeutungen, Wi 
teeDe 3a^len re|)r4fentiren^ ben erforberlicl^en Siegeln bereit* 
unterworfen ^üt, bebarf eS alfo feiner weiteren S6orf(|^nften in^ 
Vbftc^t auf ba$ ^vpet^eti\d)t dttd^mn mit imaginären TLui^ 
trr&tfen ber bOf|{n be^id^neten TM, ifofem ni^^t befonbre Bn^ 
fammotgie^gen babep beabfu^tigt werben. Unb e$ iff fe^r 
iwctfmifig, biefen S^etl bed numei^fc^en 6alculS erf( bann 
ijrtpjunel^men, wenn fidf bit ©runble^ren ober erponen'jiafc 
$r6f en cntwitfeft ^bem 

Sdai iuerfl in ber TCrit^meti! ^enn>rtretenbe, unb, wie ftd^ 
weiterl^in jetgtn wirb, funbamentole ©c^rna be§ imagindren 
2Cu«brÄ(» K(-b) rdft fid^ no<<> weinfac^en» Kefe f!(^ 
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vmjiiväf Mi -b bie jOu^atti^wjel jfel^n; fd bftffte m^, ftatt 
*k f€6enb K-l)/ für V^(-b)-K(b).v^-l firbfljtuirem 
Sfenbor alfotpire^ tomn ber redSe TfuibntdC V^bi^a genom^ 

mm wirb, V^b=AV^-i, «nb barauf fann bö« Smaahtdre 
in fS^bxattouxiiUTluiii^nQ iutüä^htaöft tperbem 

Um nun bie formen ber @):)}onenjiargr6fen, fofem ti 
tl^mliö) ijf ; 2" gr5feret ^tOgemeinbett ju erbeben, .^ tl^iten 
ju Sbeil werben fann /.wenn man für bie ©y^onenten reelle 
3a()len fe|t, mag jutjirberjl bfe grage aufgeworfen werben^ 
tt)ri(be SQSertbe ®r6fen bicfer Art bppot^etlfcb ju erlangen 
fa^ig fepit wfirben, wenn man annehmen wp8te, bteeinfacb^ 
fle Unm&gli(l()!eit, welche bfe 2(rit^mer(( entbdlt, ftnbe ni^t 
^tt; Xnbeutungcn, in icntn ÄuSjiebnng ber fltrabraiwnrjel 
Oll« einer neicdb>m 3öbl geforbert wirb, wären unraujgefcbDi 
"bene äecbnungen, auö benen efne wftrfnc|e SobM&erDorgebn 
'ttnirte, burflen alfo in bie fll'ec^nung ringef&brt werben. 

^enft man jtcb aV^-1 dB wenn e§ eine noc^ hiebt enf- 

»ürtte 3abl wäre, mitbin aucb jum ©rponenten einer ?)otcnj 

er^en, werben lonnte, fo würbe man berechtigt fe^n, in ber 

»ei^e, weld[)e für e», fofern x irgenb einen reelTen SBertb 

M/ abgeleitet ifr, ^ati :l ia^ Sm'agindre aV-l ju fubjlitui/ 

ten, um weiter ju unterfttd^en, wie ftc^i ber iaxauS entßelEienbe 

%i$ni(f jufantmen)ie^ liepe. 

X* 4-x2» 
SHatr erbÄK a«8 e*rzi-f x+-— ... ^ h 

1.2 ,l»»2n 



+ ♦. wenti xr:«V^-i gefegt wirb: 



JEHi wir .l^9Drt]&etlf(l^ nnten zz-l eine 34t »erftebn/ bie 
^ ff<ll f#jl twlti»li^itt -1 geben würbe, ^ fo Riüßte unter 
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bkfer Sordirffc^nd (V-l)*«=[(V-l)*]''=(-0^/ tm> 
V(-l)?^-^* = \rM)«'^.\r(.l)i^(.l)"V'-i fepm 2aie I 
@Iiebe¥ ber t)orIieg^nt)en SUil^e alfo , toetd^e t)on ))aa¥eir 3a^l 
ftnb, t&nnten, XQtit fte nic^tö SmagtnireS entj^altm^ fut 
fä), itnb aUe t)on unpaauv 3af)l, toeU fte fdmmtli^^ ben | 
SactotV'-l ful&rcn; fnfofcm alfo Imagindr unb glri^artig 
finb, VDieberum fiir jic^, jufammcngejogen »erben» ®o 
finbe jicfy: 

+ V^'^" l,- 3;* 1 • • (2 n + 1) ^ V ^•*- 

es fommtalfo offenbar um e«V^-^ ^v»>ot^etif* ju *e. 
redl^nen , nur bacauf an, baf man ^to^ Steigen , be^be nad^ I 
' 9)otenien Don a f ot:tfcl()reitenb , auSbi(bet £)a biefe Steil^en, 
fo n)ie bie nrfpr&ng(idi)e 6):)>pnen}ia(ret^e, n)orauS fte entfle^n, 
jeberiett cont^ergtren, fo ftel&t ber ÄuSful^rung ni^tS cntge^ 
S^en, aud^ loenu man icA aUgemeine @d^ema niimerif4^ Qt^ 
braud^en toi\L 

fiSep formen, »eld&e fo oft angewenbet werben mfiffen, 
ofö bte )()orIiegeQben, iß jur 2(bfuriuns «Kunjlfprac^e unent^ 
be^rlidi^. e§ fott alfo bie 3te\\)c 1 - a^+ ♦ • (- i)"* as-^^^fünf^ 

2 1 . .2n 

tig mit ber JBenennnng Coflnua ber 3al&I a, (cösina), unb 
bie Steige a- a^>.t-i)«ag'*'*" ^^-..^ mit bem Siamen ®rttu§ 

ber 3at)t a, (sin a) bejei4)net, mit(>in e*V^-i = cosa + 
(siii it) yT'i gefefet werben. (SS ift faum notlf^ig ju bemet^ 
fen, bog ^[er, im anal9tifd()en Sinne, ben SßJirtern ©inu^'ttnb 
Cüfinu^ einer 3al()I burc^ willfü^rfic^e ßrfldrung eine SBebeu- 
tung bcvsclegt wirb , wobep juncSd^ft an bie ^Trigonometrie, 
fcfcrtt fte Softnud unb @inu$ \>m SBinfeln auffuhrt, tairc^^ 
m^ nid)t gebadet werben barf, eben fo wenig afö in ber 
^(rirf^mctit, wo bon £luabraten ber 3a^len bie Stebe tfi, bct 



> 
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«wmetrffdN-Sitm beS- SBortS auÄbrat In «nfi?m# flenonu 

. 2Me gorm e*^-^=: cos a + (sina) V-i tntialt in 
f>f«n eine äwepfceutigfeit «fö V"(-l), wientt «& (t* bar« , 
^eB«n ß«fe, nt4)t Wog mit bm + 3eid>fn/ fontxm 'au<S) 
init bem — äeit^en genommen werben thnntt. '@efet man 
beij'i^rer Weitung für +aV"-l «« We ®feBe -av^-1 
fo erhalt mon: e"^ V'*=: cos a — (sin a) V"-i» 

txiim^ würbe e«' fofcrt mSgridf» fe^n, umgefe^rt bie SSe* 
tcutung be8 ßojtnuS «nb ®inu§ auf e>:))onen4iai9r6fcn ju^: 
tütfjuffil^ren, ba offenbar, bepbe ©eftaffen ber ©runbfovm 

IttfamraenabMrt, ^""^ =:co8a; »en bet 

<;tPett We swe^te dbmn^^i ^VC— D — ~ ~" **" 

'^ertoJfgei&t. 3ur unmittelbaren SBere^nuna f6nnen biefe ^v* 
yot^>etif(^en Sormen nid^t Ul^iilfiiä) feijn. • . 

H. VOMlli^ :öece4>nun3 eine« Potensenfyllem» t>on 

öee Äotm e*^**» 

§5ep ber wfirttid^en 2£uf bUbung beä reeOe^ notwrli^en 

g>0tenienf9flem8 l^at jwar bie ^riwnenjiolrei^e e»=;i+a 

4-a»... -j- «" ♦ ♦ . jum gunbament gebicnt, ahn man \)at 



t.s 



. e6 om jwedmaßigPen gefunben, bie in iK)r enthaltenen S5eJ 
.'^uiifien ümjufelS)ren, ünb,. bem flemdp, e»=:A gefeit, bie 
' httfl^niUn SBertljie ber ^otenjen, A,, «K gegeben anjunel)» 
' jfnräf'um barau^, xinävoart^t bie Srponenten a abzuleiten. 

'•'•'gfir We (gnitotcflung eines ^JofenjenfpftemS* t)on ker 

^gohft e*^"** iji aber fcer «rfprfinäUd^e SBeg/ bcm a aümhli$ 
ÄKe nSfl^lg erad[)te,ten S5Sei1IE)e ju ert^ciTen; iihb i>arau§ na^ 
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im ©ruttbformefn e*^""^ = cos a + (sm a> y^-i aBjirfeu 
Un, ber anflfmeJTenjie/ wobep mithin iebe^mor ble 8?ril^en f5r: , 
C08 a z: 1 — a» + ,,.(— 1)« a««_, . . «nb 

sin an a — a^ . , . (— i)n^aC«n+o 

1..3 1..C2U+ 1) 

in ünfpxu^ genommen xottim muffen. 

t>U TLfbtlV xcüxU nid)t ju ertragen fe^n^ ttenn, bttr^ 
febt Keine Sntcwalle fottfcbrcitenb, fut iebeS po\iti^ ober 
negatit)e Qaniii ober gebtoci^ene a ein urfpjrungHdt^e^ Stcifmn 
n6tbi8 »dre. 6ö jeigt fi4) aber febt balb; bap »ofem nur fSr 
gen)i{[e, innerl^alb febt enger ©renken liegenbe SSertbe von a, 
'6ofinu8 nnb ^©inu* berei^net ftnb; mitbin e«V-i formirt 
»erben fann, für aBe itbrigen SBeft^ \>on a, ber> entwideite 
2CuSbru* t)on e*V^"^ ir cos a + (sin a) y-i au^ jenen 
mitte(b<tt Ui4)t abzuleiten ifi. £)ie mte^ttgfien bet baüj^n f&^ 
tenben ©dfee finb fofgenbe: ' . 

A. ZuB Dem Coflnu0 einer 3af>l ergibt ^c^ tl^r Stnuf 

unb umgefe^rt 
Sil ©-♦-* V-l r: cos a + (sin a) V"- 1 
unb e"" * V"* zr cos a — (sin a) V*- i, 
fb wirb txa ^Dbuct bepber gormen 
e« rr 1 = cos a» + (sin a)*. 
9^M t)at alfo sin a = \r [1 — (cos a)»] obet cos ä 
= \r[l-(sina)»]. 

B. 2iu» 6itttt» und Co^nu» Der pofitioett^ Sii^l folge» 

Die Der negativen. , 

®{e Bleibe fftr cosa, weil fie nur j)«are ^tenjen t?ott a 

in ftd^ fc^Uegt, be^dlt benfelben SSertl^> man {e^e is i^c 

+ a ober — aj bie fbt sin a^ weil pe un})aare 9)otenjci 

t)on a tnüfüt, inbett in iebem ©liebe i\)t äei^KU /- fobalb 



j 
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mm ^r + a fttbftiluirt — a. gS ifl alfocosj(+^)zsco3(r-a) 

linb sin ( — a) n — sin (-|- a)* 

C. 3(u5 Qinu» un^ €o(Ittu6 emselner 2><^bl^n folgen Oie 
t^rer 0umttte oOer OtffcKens. 
Sji e^ V'-l = cos a + (sin a) V*— 1 
unli e^V'-^rrcosb + (sinb)^^-!/ fo gibt büi ^t^hm 

bepbcrfcitig : 

sifibcosa) \^ — i 

^(a+b)V-l -.^^g(3^b) + [sin(a + b)]v^.l 
SWan' ^at alfo, ©Icici^artigc^ ibcntifijjrt: 

1) cos (a + b) "/COS a cos b — - sin ä sin b 

2) sin- (a + b) == sin a cos b + sin b cos a* • 
©efet man barin fut -|-b an bie Steße — b, fo erl()aÄ 

man, ba naä) Ux Siegel B, cos(-b) rr cosb unb 8in(-b) 
ZZ — ' sin b: 

3) cos (a — b)ZZ cosa cos b -f- sin a sin b 

4) sin (a — b) ZZ fiina cos b — sin b cos a* 

55iefc gormein , ai;8 bencti fic^ eine große 3a|)I anbrer 
i^nlii^ gebilbeter ableiten rfaffen, ftnb für bfe SSered^nung . 
cine§ tmagindren |)atinjenf9JtemS t)on großer, SBid^tigfeit* 

@(^ritte man babep bu^c^ fel^r tlefaie Seteroatte in Zbfiäft 
auf bie fuccefji\)en SBert^e t>on a fort, fo baß alfo, faß§ a 
unb a±.b jn>e9 ndcliftbenai&barte barjlellen, b ein fo .fWner 
IBru4 wäre,, baß l[)6^ere 5>otenjen bepben für bie beabjicftis 
tigte 9la<)ening weggelaffen werbeh f &nnten , fo »dre bem ge? 
v^r jttfotge bcr ©runbformeta für cosb unb sin b, cos b 
r:i unb sinbxU SSim a^tfti^ mit^xfc: ' 

cos (« ± b) 23 cos a 7" (sin a) b unb 
sin (a i^b) ~ sin a ±. (ci^$ a) b 
^ittt man alfo cosa unb sina, fo n>ji^n ^arauS, burd^ 
Me Jeic^tejie Sle<^nung, cos (aib) unb 6in(a±:b) ^ert^ors 
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Q^f)n, Ml'Sffniiäfi'üxt wk man, wenn b gegen a fo* FiHn 
iff/ fcöß ^Hew 9>otenjen beö Ätudjjfe b tjernac^idfjTät werben 
« r *' * * ' * t 

fcfirfen; log (al.b)=(loga)i!ib^ ju feften bete^ttgt i% @o 

a 

entflelt^t ^iet, wie bep ten Sogarit^men^ t^ie SRöglic^teit Don 
|>ruJ)oi:tiün<ttt(^iIen» 



D. 2lu9 €»ttiu9 un^ Coflnu» gegebener tSabl^n etgcbett 
f!4> ^te beltebigei: Vielfacher ^erfelben 1$a^Ien. 

fo erhalt man auf U^bzn Seiten jut nte« g)ctenj etl^^oben : 
^uay"- 1 — [cos a + (sin a) V"- 1]«* r: cos n a -|- (sin n a)v^-i. 
etl^t matt in ber Si^at biffei» jur üorgefcbriebenen 9)otenj, 
fo entl^alten aUc paaren ©Heber ber entwirf ung fein \r-i, 
i^'Snbegriff tti;ufi alfo bä« ienfeitige cos n a geben! ICu^ 
umgefebttem ©runbe wirb ber Snbegriff afler «npaarcn 
©lieber berfelben (Sntwicflung mit (sin na) V-i jufamntens 
fallen» ^an erbdlt alfo: 

. 5) cos na n (cos a)« — »»(cos a)"-* . (sin a)*, ^ ^ 

2r 

(_ i)T ^ njg (cos a) »-«•* , (sin d)*^ 

1 3 

6) sin na tZ «*lB(cos a)«-« (sina) — »55 (cos a)»^3 

2T— 1 

(sin a)'* . • (— 0' "a5(cosa)«-(2'~i) (sin a)2'-i . 

JDiefe. gormein finb t>6ßig gefc^^loffen; unb alfo unbcbingf 
anwenbbar, wenn n eine ganje 4)0jttit)e 3abl ift: SormeO gfiltig 
ftnb {te aud^ für negati))e tinb gebrochene SBertbe Don n« 9tut 
wftrbe in biefem galle; ob jie jur nd^emben »ered^nung 
bxanä)bcix pnb, weiter ju erforf(^en fepm 



— 171 — 

Tß..ttB i(l nw ni^iß, f&t aSe pofltite Sa^Uit 3n>K4)eti 

jo^ ntt^ eimr befltmtmen fafl in ^er mitte van l un^ 2 

Kcflenocn Sä^W öeren Co(Inuö o i(l^ e^^V-* urfprÄngs 

|i4> 5U bet;f<|)ncn. 

2)arau8 »erben, für aUe übrigen a3Jert|)e t)on g, bie.juj 

^el^&tfgen ber ej:})oneniialgr6fle e^V^-i^ ^j^i^jn ffir jeben bet- 

fetten fowol&l cos a oK sin a , clj^ne weitere 9{ec|)nunfl folgen. 

Sie 2CbIeitung biefe« ©afeeS jerfdttt in jwe? Unter- 

abtf^ei(ungen« 

a; Kb gibt eine Sa^l 3tt>ifct)en i Utt& 21/ 6eren 
(Cofinus — o i(l, 

tlm jtt erforfd>en, ob e«^ ni6)t einen »bejtimmten Söert^ 
tM)tt a gebe; für »eldfjen cos a z: o, sin a affo m fepn fomtte, 
t|l e§ am äwetfmaßigften , bie S5ejie](^üngen jwifd^en ber äa^ 
a auf ber einen , unb i^rem @inu6 unb Sofinu« auf ber m-^ 
bem ©eite, unijufe^ren* 

55ur* 2){t)ifton combinirt^ geben We ici^m erfkn Simba^ 
mental^ 2fuSbrü(fe 

• * V^- ^iz CO« a-f (sin a) V*- 1 

e**^ ▼ "^zrcos a - (sin a) V-i 

COS a — (sin a) V- 1 "* \cos a/ ~ 

(sin a\ ^ 
cos a/ 
3Cuf be^ben Seiten bie gogaritl^men geninnmen : 

, /'sin a\ 
• + { J 

Neos ^y 



- ,1 »"COS a-^ \ 

2av^— l=:logf — — l 

t , / cos a 1 



unb folglid^ 



— 172 — 

{te imaginäre ^u^brätfe ent^dtt, nt4)t gefd^tdt, tiefe t>erf(^n>in^ 
Uli abtx, n^nn man tl)ren ffiert^ na^ ben SRet^cben beS 
iDongen £a))itefö in eine 9iei^ cnttoidtlt @a entfh^t 

_ siu a , ^ &in a v ' ^ ^6in a x * ( — i)»* 

"*cosa ^ vcosa-' /^ ^cos a-^ ** * 2n+l 

sin o 2U"*"1 

(-; — ) . ♦ ©ie SJeil^e enthalt jwar ni^^t bloß cos a, 

fonbern auc^ sin a, inbeffen tfl iura) cos a iu^Uidf sla a ' ge^ 
, geben, ba sina zi V'Ci— cos a»). @ie lie^ ^6) alfo in 
(ine t)6atg tege(m&$tge; bloß nad^ ^otenjen i>on cosa fort^ 
fcbreitenbe, umfefeen. Snbeffen iji eine folc^e Jfebeit ^u tmfe^ 
rer jjarticuldren Abfielt unnbU^iQ, ja fte »urbe bie eneid^ung 
^berfelbcn nur erfc^roeren. Sonoergent i|l bie Keibe in tbrer 
iefeigen"®ejtalt, fobalb sina Weinet fepn foU afö cosa, benn 
aBtiann wirb bie ®r6fe, nacb beren ^otenjen fie eigentlicj^ 

fertf^^it^, . m fi^tn «ruc|j* 

2(ber unmittelbar ju unfern SwecPen f4)eint fte io6) nid&t 
gebraucht werben ju f6nnen. 2Bir woHen für cosazro, wo 
alfo sinani) ben SBett^) oon a wiffen. 3ttdbiüm oba wirb 

bfe ^»ptgrSff ber JRei^e r:^; ^ort alfo auf, eine3a^I 

COS»d. 

. jU fepn, uttb geftattet feine. 83ered[^nung mebr. gS wirb tn 
ber Sbo^ ein Heiner Äunjlgriff erforbert, um bennoc^ baS ©es 
fuc^te ju erI>aUen.. 

2fu§ ber f ur j t)or^er abgeleiteten giJrmel D, '5 folgt, in i^r 
• ^att nzz3 gefeilt: . • / 

cos 3*8 n (cos a)' — 3 (cos a) (sin a)*. 
2Cngenommen, e8 fet^ 3 a gcrob^ bie Sol&l P/ beren 6oP«u8 

IT o, fo f ommt : o ± (cos a)' — 3 (cos a)* sin a , barauJ abtt 

ergibt jic^ : 

sin a 1 ,^^ ^in | p , 

cosa v^3 cosjP 
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^Ott fe^ a(fo in Ut aOgememen Steige ^ ^et(|^e.a/ mi^ 

9ot€tuen bcr ©rofie - — -fortf4ircitenb; ölbt, für - — ben ; 
ooa a , '. C06 a 

SBcrt^ :r7~ 5 ^^^ P^ aläbann l^eiDorbringt, wirb | p feprt; 

tinb man brau4)t biefe ®r&ge nur mit 3 ju mutti))nctren; um 
ba^ gefuc^e p, b. i;* biejentse 3aH h^ txW^^^f ^^^^^ ®inud 
i, Goßnu« fepn Koirb» (Sä ijl alfo 

P=r\r3[l- 1 + 1 — i ..(-i j°i>0 

^3* 6.3* 7*3^ , (2ii+.l)3n 

2>tcfe gorm cont^ergW fel^r rafüj^ , • unb gftt p 
= 4,fi707^^794*. . Sßan IS)at auä ©rfinbcn, bi« nfc^t ^)te]&er 
gehören/ nu^t f&t bitfe äa^I, fonbern für baS £)a)}))elfe oon 
%^ bad3d4^en tf eingefäfict/ fo baß alfo in^ffinftige immer 
£r jene jwij^n l ttnb 2 fallcnbc 3a^>I bebcuten foll, bcren 

6i)fmüd-:o wirb» JBic 3a^I felbjl wirb in bcr^nal^ffö nid^t 
weiter ju. numerifdben 2(ngaben ^cbtm^t, fo baß e^ faum 
notbig ift/ ftd^ .ü(>ten jßetrag genau, ju bemerfen^ fofern eä 
auf bie S^eorie ber ^otenjenf^ßeme anfommt« 

b. S&^ ieOett poflttpeti IVert^ von a; 5iDifdl>en o isn^ 
J fr |>at Die €fr4ge e^^^ «'"«»* beflitnmten efgetitr^ätuft 
Iic|>eh/ partteU imagin^lven tX>cttf>, ber au8 ben ©runbfor^ 
mein ^r coäa unb sin a nci^erungdweife erl()alten4üerben fanm r 

Sebe 3al^I jwifc^en o uijb Jjrr \)at eirten b^fonberen^ 
p^fiti\>cn eckten äSrud^ jum ßofinuä; unb efcenbeSwegen «nen 
gleic^gejfalteten jum @inuS* 

2)a|i ber Sofinuä fo wie ber @inu$ ieber3a|)I ni^tS ans 
berS afö tin e^^Ut Sßtuöf fepn fann, ergibt iidf borauä; bap 
(cos a)* + (siu a)* ZI 1 , i^on felbjl* 

aSaä ba«3ei4)eii betrifft, fo jtnb jwepgdUe ju bctra^^en* 
2jl bie 3a()I a Reiner aö i, ober x\)m gleich; fo bringt bie ■ 
gorm ,fi5r coÄa unfe|)IlK)r Httai ^optibeS, ba, wenn man 
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bma6)tMixti @liitn in % jufammenatiMrt, tmn &u^mt, 

tinb eine com)erg{Tcnbe auS lauter pofittoen ©Hebent gebilbete 
gorm ein poftttoeö Slefuttot ergeben muß* iOa§ ®Iei(^>e er^ 
folgt tjftnfg eben fo ffit ben @inn§ jeber 3ö^l/ ble f feiner aß 
1 i^, mi bet (SnhüidtungSfonn ber @inu§» 3fl btngc^en ä 
griff I a» 1, fo fann fte, »eil Tr^jwlfc^en i unb 2 Ifegt, 

n)enn b irgenb ein nad) Umfldnben ju beflintmenber echter 
S3ru4 fe^n foQ; bur<b i^i-h au%br&(f t n>etbem ^er cos 
(ijTT-b) i|l, einer befannten Siegel jufplge: cosi^r codb,+ 
sinisr.siiibrrsinb unb biefeö m |>ojttii>er «cb^er JBnicb^ 
mitbin (Utc(^ cosa, in bcm SoQc/ n>p a jnMf4^en o unb 1^ 
liegt/ immer po\iti\). £ap miliöf iebe Bal^l {wifcben Aunb ^tt 
einen befonbren, öon benen aller anbern jwifc^n benfetbcn 
Orenjen t)erfc|)iebenen , 6ojTnu8 ^abe, ergibt \i^ auf folgenbe 
2(rt. ©ep bie eine 3abl a, bie anbrc a-f-b, aber a+b ^un^ 
ter In, fo baß cos(a4-b) ein beflimmter pofititjer et^ter 
Sßru^ fe^n wirb, n>ie c* cosa, cosb, sina, sinb, unter 6er 
anfanglidf^en JBorauöfel^uttft fe^n muffen* 2)ann ifi cos a cos b 
Heiner aK cosa; wirb aber nod) Keiner, wenn sina sinb 
batjpn abgejogen werben fott, m\) fo befcbaffen ifi, baß ba^ 
bep ein ))ofitit)er Stefl bleiben muß* £)te§ i(l ober ber %aa 
bep cos (a + b) n cosa 'cos b — sina sinb* . golglicb b^t 
ieberjeit bie größer n)erbenbe\3a^l jwifcl^en ^ unb in bca 
Heineren ßofinuS* 

«efonberS »icbtfg ijl, infofern n\ä)t allein bie ßoftnuS 
fonbern anöf bie ©inuS aller Sablen bered()net werben fotten; 
ber üorl^in gebraud)te ©afe, baß cos (ln-h)zr sin b feij, 
. SJermJgc feiner ergeben ^d) fär atte 2a^lm, fleiner alS J^r, 
fobalb i^re Sofinue au§genrittelt finb, bie ©inu§ ganj t>on 
felbfl* £)er @inu^ jeber fold^n ijl einerlei mit bem Gojinu« 
einer anbern, bje mit jener erpea in an^a^t SSorauSge^ 



im^net {tnb, unt) nur für eine folci^e =ib ber <Sinu^ ange:» 
geben werben foH; fOjliegt au4) Jy^-b jn)ifc^en o unb i*r; 
man l^at alfo f(|^on cos (ii^-b) un|t> We^^ ijl ibentif^)^ mit 
sinb», , , 

,;€• ©inb bfe S8«rtt)e wtt.^*^"^ f"^ 1^^^^ oWifc^etj a 
m^ %^ bttf^mt, ,fo erg^in.lK^ -bofi»^ bte SBeuff^ ber 
nemltc^en ©rife, für (ifüe fonjtigen a^ mittelbar o^ne fernere* 
Sle^nung* 

£)te 3te6)mtt% le^rt, ba^ bie {leinfie 3a^( a, für wtläft 
e^jiaV^-i ben:ffiert^ ±.V^-1 (jnnimt; rriyr fe^^ «nb ba^, 
unt«^ fp eine ^ö^t f femer aK i^i tjerftanben, e±.<pV"-i jebers 
jett «iÄen beflimmten SBert^; jufannnenfltfefet aix^ einem reeßen 
S^le «os9}> nn& einem lmögin«ren sin9)y-i. bcjTI^* 

Sji V tjerfd^icben t)on i^r, fo wirb e^, r al6 eine beliebige 



TTt 



p^^ilH ober n^titje gonje Sal^I g^t^öcl^^/ «nter bem ©dbema 
^9) unfebfbar entbalten fepn» 

©oflte nun e / al§bann e^^ "^ ^ beredj^ 

net werben, fo würbe biefe @r6fe,a(ö ^robuet jwe^er gacto^ 
ren -j "*^ ±. ^frV-i angefeilt werben fonnem 't)ct 

cr^e gactor akr, e* «ft e^ * ^ ,= (±i V"- .i)*, 

9l<m I>at alfo baS ^otenjenf^cm e"^"* ffi« ««e-. #«%. 
Dpn a, fobotb e§ nur ffir jbiejlenfgcn , wddft titlmt ft»b als 
j«/ tntaiäeft iji. 

.2)te 0619$ SQrmd, worauf {i4> die Su(a({ts{eit ttttfer ^n 
^wsftmQ ^OQltiify ergibt, fann, fix tte in i^t (nt^altentn Q,v*r- 
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ponm^al^xi^tn fcen na^) Der ©rnntfonnrf cntwicfeftm 
®crt|) gefefet, dud) fo anSgcbtfidPt werten : 

^ö« (t -0 + D''' (t - «" DT^" * — [cos y ± 
(8in9p)V'-i] ( + V'-l)^ g« ftnb t)ie{e metfwurbfge SBe^ 
jTelS)uit8€n in betfetten entl^Itcn/ wn bcn^n emige, für böS 
golgenbe l>efottbei« ftl^ebH^«, .^)ier i^re ©teBe finben radgen* 
i. 2)er cnitpidfeto Sfflertl^ einer fjc^onenjialgrof e t>on ber 
gorm «*V"^/ fobalb a fein reine« SBielfadj^eS üon i^r i<l^ 
ntit^ aC(em4l ein imaginärer Xu$bru<f loon ber @e{}att 
«4-/?V'— 1 f^pH'f fo ba^ « fowol^l als fi ni(|t o, fonbem 
're<De 3al()leH finb» 2)enn e« rebndtt ftc^ in. biefiem gaUe 
^uf (co$ 95 i. (sin 9!))v^-i)(±\r-i)% unter q> e(waS Älci« 
nereS afö {i^, tinler r iebe beliebige gonj^ 3abl i^eriianben.. 
cos q) fon)cl()I at§ sin r/} ftnb aßbann aber nienO/ unb 
(iL V - i)t f ann nie etwa« 2CnbreS afö + 1 , ober - 1 , ober 
— V-1 bebeutcn. 3n jebem biefer gafle nimt ba* Stefultat 
bie gorm (ai^V'-i) am 

2. Sjl a=— , fo wirb bie (gjcponenjialgrofe e^yT ± = 

r-V-1 

e^ — (±V'-l)^ @ie fann aKbann, ie nacl)bem bie 
ganje äal&I r befc^aff!n ip, »erfc^iebene JBebeutungen annel&j 
men. S|l t »on ber gorm 4m, unter in eine n)ißfu{)i«c|)^ 

ganje 3a](|l t)erjlanben; fo wirb ffe e2 rre 3-. 

(±.V'-1)*"'= + 1/ iP J^ ^on ber gorm 4«i4-2, fo n>(rb 
biefelbe eÖ'^+^'^V^-^ =(iV^-i)4'"+^r:-i,ifl r t>en 

= (i. V- 1) *"* "^^ = ±.V^- 1 5 ift «n^R* ' <>«>n btt gorni 
4m + 3,f0er|iattmott e^^^+^^i"^"' =CtV-i)^+J 
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3. her enWltfefft SBert^ uon e^«V-i fönn Äfa fi>m 
fy^upt nur folg^nbe ©ejlaltctt ^aim. ' ^tn>iUt er|l ffl + 1, 
®icS ijl nur bann tnJgHdS^, »enn (unter ük eine belfebige 
ganje äal^l, pofttft) ober negotib, t)crjlant)^n) an^myr, 
£H)er er ijl — !•/ ®ieS fann nur dntrefttt, wen» 
ar:(2m + i)5r* iC»er er {|l tV"-l* ©fe« wirb nut jlottt 

finbcn/ wenn a n (2 m + !)•-* ober waS bamit ber gorni 

no^; (b« ^. C3& aUsemeine» ©c^ma ber. ungeraben Qa^tj 

yy ... ... 

ilientifdi) ijl ; (2 m + 3) - ♦ Jpber enblid^ er tx\d)^int {cc unb ß 

aß bejltmmte rcdle Saufen, gebadet) unter ber %otm a+ /yy-i; 
»0 aber «unb /? smt) e^te ©rud^e.fe^n muffen^ berm 
£Utabrate {ufammen i m^mc^ett^ '^a tmn alfo nu^ 
gefc^e^n, wenn a fein reineS SSieifad&eS t>«>tt |j7f ijl, unb 
muf aßbann, nl jufolge^ lebjß^ol jlattfinben. . ' 

2)ie einfadf)jlen ^otenjen »on e alfo, beren Beretl^nete 
SEBertbe +1;. — 1; ober iv^-l geben^, -pttt^ve^rrij 

4. e« flibt unjal&Iia viele, bew e^ioiienjen mä) ö^ifd&to 
bene @rpeneniial^rDfen, bereif . beregnete SSert^e ibenti^ 
4u$fdlen / ober bie gr|)Qttenten berfi?(beii jinb aldhantt unle9 
emem^iinfac^aUgemfitien^^^a.enti^altem @e9 aBgemeiti 
bertine <pV*-i; bÄ a»bÄe fV*-l» ©ott e'^V^^^rre^^vTr^t^ 
fe^tf/fo mtt0 e*V^^*: e^^^'i mft^in eC^V^-O-^C^V^^iJ. 

fepn; ba ef| eben^bewiefm werben , bo^ nur e^^^'^V-izz + l" 
fcpn fpnne»' U^b .auf a^nlid^e Zxt gibt e« .unjdWiä öicic eiciJüi' 
«eniialgreßen/ bic ber ®r6fle nad& gleidiie;. bem 3eid)cn nac^ . 
»iberjbeit«nbe5BJe4ej^4em ©cae^V^'-i= — e*^-^ f£i;ii, 

fo ijl e<^"'''>V'-i:::— i,alfo??~i/inot^n>enbiö;=(2m+'i)^^ 

2» 
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2Crt tritt ffir mr: a fftt, w e^'+^JV"-* — — ^:+V-i ,||>ii|), 
6* 68 i^^Uit uwnittettwe ,f ofgaung attß t>^m lifetcn 
©afec, baf für iebcn 5ffi?r!^ w>n a/ l)er,öpta: 2» Bcgt.^ ^ 
&rvomniialf(th^t e* V^-^ cönn elgwitj^fimüc^en «SBwC^' «nirt^ 
mm mü$ , . aitber* «u^aßenb , fo »ie. a .fic^ iiiteit Dö*ii> 
beftcf)t ber ©afe;. baf nur für aBc SSSerfl^e Den a, We untw 
5 TT jinb; eineurft>rurtgH^cSBerec|)nutt8 i^rtäBrtrageS itSt^^ 
ifl» SS^beutet ^ ataiaS iUeinereS oIS i^v, fo ift jAet t!Bei^ 
wn a, bct unter 2»f Weftt, entwebep Mn ber gorm ^^(banti 
ip e * V* - 1 z: cos y; + (sin ^) V"- i, alfo urfjjrfingfi^) ober tjon 
bergorm n-'^, (ianni^ eC»-*3V-l— e»V^-«^ c-*V^-*i 
:^-cos^4(ßin'^)\C"'l ^ber bon ^ jormjr+V'/ (^^ 
bann ijl e(HW')V-i~-co8^-(8inv)V-i ober et(bü6) ütri 
ber gorm 2 yr - -^ ; (bann tft e^^*^) V- 1 r: cos t// - («in Vj) V^-l 
e8 fommtalfo in allen liefen gdtten blofr auf cos ^ unb sin'^ 
an, beren ©ered^nung urfjjrfingfid^ na^ewfefen ip. 

m. Ueber ^ie tpärCIic^ beteci^neteti tCafzln für ^A» IM« 
tAvli4)e itnagin^ve pounaenfyflem« . 

9lac^ ben obigen ^etra4)tunsen b&rfen n)ir be^u))tfin/ 
ia^ e{ne;S£abe6e, soorin bie beredf^ntfen SBert^e ber ©ihuS 
^imb 6o{inu9 f^r alle Sa^en jtoifdS^en unb in anzutreffen 
ftnb, t^oOtommen binlinglicl^ fei^ntoerbe, um f&r jebe beliebig. 
angenommme Bo^l, ffe fep po^ pikt negatio, o(^ne ade 
»eitere Skifyxuni,, ben &nwb jtnb .^finu# ju >i^al^en^ 
%Xi^liä^ , gibt e8 . fol^cr äoblen urtcnblid^ oiele, inbi^ffen. toürb 
ed f&r aQen ©ebraud^ J^inldnglidi) fepti, yif^nn mt aQe ^iejiexls. 
Qtn, bie fi<^ rxm eine l^eitebig Hein flewA^Ke @r6ge wm eins 
anber unterfc|)eibett/ jur SSerec^^nung gebogen werben* 

SBir befifeen in ber Zl^at eine folc^^e STabeffe; genau bes 
nä)mt, unb gef)origaRöeotbrtet^ in großer SJoapinbigfeit, nur 
ba^ ber geometrifc^?.3n)etf, um beffentwiCen Pe oerfertigf 
»orben i^, ifyx eine (äitiricl^tung gegeb^fi ^at, xoA^ in ^^ 
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tri^ %iXlm dm^t Mnt ^olxfit<ä\ontn erforterf, um fie 
ffo im gegentoärttgen ahälpR^^m hxünd)h<it ju machen« 

arjgenoÄietrie angenomnien wetben, wa8 ffir eine gcomcttfo 
f(iie «ebeötimg We SäJorte @inti8 iinb Sof?ttu8 emcS SBinfeB, 
obtf bc8 i^ s«ge^rlgen Ätei^ogenö Nfifecn. 9lutf jeigt e8 
juli Up im Unterfit^Htngen aber bie Stutificaüim be§ J:rets 
je», 'b«f , -iwmr iwm beh SloWn« jur- &n1)tit nimmt, 
unb bie.gange eine« beßebigeti ^td8bogen* a nennt, . bti 
©Irid^ung awif^e« bem Äreißbogen unb feinjr ©inuStinie 

«iaa= ^ r ^ ^^ i jwif^cnjl&muttb feinet ßofiw 

]m«inte coa a= ^ -^ ^ i<L SufaUfg olfö 

2. i 

^nb e§ gerabe biefelben arft^metifdE^en Formeln, auf n)el(|^. 
»ir ^ox^tl be^ bet IBctrac^tung bcr exponenjtafgtSßen mit 
imaginären @x)>onenten geratben ftnb, bie für bie xot\mU 
Kielen Se^6rfnjffe ber 5£ifigimomctrie berechnet »erben muß« 
im* 2)i^ %ta{9p fann' fid^ biefeS t)ort^ei(^aften Umfla^beS 
bebienenj fte mag «DenfallS.; um feine fibcrjlufftge SSerminos., 
foflie ju filften , ben 9Zamcn ©inu6 unb 6ojinu6 eine rein 
orit^metff^e äBebeutung unterlegen, welker gemdg fte nichts 
onberd oK 3a^I-Äu6brfitfe öon beflimmter (Seftaft bejeic^nen; 
fle mag jene xoMÜö) au0 biefen Sal^l^ 2(u§br5cfcn beredS^neten 
SiibeBen gebrau(!&en, wie fie ficb ber logaritl^mifcijen bebient»,. 
<5ie befommt baburc^ offenbar nic^tö mit ber ©eometrie unb 
aUgf^ömeWe au t^un, unb i^u ÖJein^ett leibet n\ä)t iuxd) 
einmifc^ung einer reellen @r&fennriffenfdj)aft, »eld&e in ber 
Z^at nie geftattef werben barf , wenn mart ; nfd{)t c^^ l^rb^j. 
nung ber S5egriffe verwirren, unb bie gotge ium ©runbe 
ma^m wiH. , '^ ' 

& ijl in unfern^ trigonometrifd^en tafeln nur ber eine 
Qmftonb für Ü^re»^ aritl^etif(j[^ ®^a\^ n^o^l ju bemerfen^V 
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iaf ni6)t tn AreBbogen fef^i/ ^ S^nge na^ bm^ ben 
SiabfuS a{$ Cin^eit auSgebt&ift; fonbent flatt beffen bie 
^m^e wn ©raben, SSitutteQ tinb ®ecunbeti, loeCc^e tt ent^ 
l^dlt/ neben bem juge^odgen @inud ober ßoftnuS fte^t 9l?mt 
mufi alfO; loenn man jtt einer beliebigen Sol^ta/In anatfäi 
f4^ei: S3ebeutuns, burcli> ^ulfe ber Sofelh; ben (Sinu§ ober 
ßoftnuö l^aben toiB; erftbere^^nen, wie »iel ®rabc luf.w» 
^in ÄretJbogen; beffen Sdnge, f&r ben Slabius'i, rra fe^rt 
fo8, entl^tten toiti; roüä^a t>erm&ge bet be!annten IRegel 

burcl(> bie gormel — ♦ 360® fo9tei<^ sefdj^e^n fann. 3u ber 
2 yr 

babur^ gcfunbcnen Btri^I twn ©raben nel^we nwn üu5 ben 
Äafeln 'ben ©inuö ober ben ^oftnnö/fo M man Si^ia ober 
CosA- eben fo^^toenn iimsefel^ ju einem bef«ttnte»®(nu8 
ober^jinu§ bie juge^origc Sal^I .^efudS^t würbe» Sic SEafeln 
' geben nur '®rabc u. ft w. f6r fte; man muß bie «dngc eine« 
Ärei8bogen§ aBbann noc^ berechnen, welc^^er; fSr benSlabfti« 
li bie# flefunbenen ©rabe u. f.w* em()iette; unbfte ifl etgenfe 
Kd[) bie gefud^te 3a^L i5«|l in aßen trigonometrifct^en Safeln 
fwb eigene ^ulfStabeOen »or^anben, um biefe Keinen Sle^nun^ 
gm noc^ befonberö ju erleid()tenu 

.JBen» alfo bie ^(ufgabe: für em ©rponenjialgrSfe wn 
ber Sjorm e^-V*^ ben moglidjfl entoicfelten Ifippot^etifdjen SBert^ 
b'arjuflellcn, gelofi werben foH, fo rebuciren wir, fobalb a 
grSfer fepn feilte aB in, t>mä) leichte 2)it)ifion baffclbe auf 
bie germ r^jTr ±9), unb braud^en aKbann Jjermöge beS ©a^eS 
^(r.iyr±y)V'-i_^^^^^^ [cod9)±(8in9)) V-l}nur cos^ 
tmb sin (f au§., ben fertigen 3>afe(n gu nel^n (wo^ 
be9 benn erfl ffir > gefefet werben mn^ —♦360®/ fofem 

man bie S^afeln ouffc^agen wiO, um sin 9) unb cos 9 
au itWtmy, um ^ofoxt ben SBert^ biefeS- 2tu«bruc8 

e'*'^"*"^^^" au reaHfiren/ we{^?r benn, iena^bem 
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i.aV^^l'. 
Mmx ötö iTt, fo ergeben bfe Safeln tinmittettar e 

—cos ai (sin a) V"- 1. Snt>ejfen t^firfte t>et gfaß feWen \>oti 

fommen,tt>o e*^*" unmittelbar unb o^ne erW4iternbe Sßo^ 

Wficatlon »erlangt tpflrbe* 

SBoIlte man entließ ffir irgenb ein anbre^ ?)otenienfi?|iem, 

bejfen SSap aUgemein B xoitt, jebe tSr^Jonenjiatgrof c üon 

a V* - 1 
ber gorm B ^ beredj^nen, fo »firbey B=:e^ 8«fetfi/ 

^avT-l _ ^baV^-1 ^^^ taburcb-tfe ©ac^e fogtelc^' auf 
ba8 natfirlicf^e 9)otenienf9Jiem jurÄrffornmen» 



««»eiterte^ nunverifdSie «ogaritl^menredjiitttttö im 

»fttärliclfen &9\ttm nebfl barauf geßrünbeter er. 

»«itetter Sl^eorie beS «ec^inenft mit' ^otcnjett 

gebrochener dxpontnttn. 



SSefcbranftc ftc^ bie Änalpß bloß auf ba« reeöe natfir. , 
li^e ^otenjenfpjiem; fo würbe iie 8o8arit^menred()nün9, wie 
auf i^rem elementarif^en ©tanbjjuncte, lebiglitb für })ofitir>e 
ia^ün anwenbbar fepn, unb alfo eigentlid^^ nur ein partieu- 
lorer Äunjigriff bleiben mfijfen. erji " nac|)bem fic^^bie Sbee 
bej' imaginären naturticben ^otenjenfpllem^ au^gebilbet f)at, 
unb be9be®9fteme ji^ gel^örig »erbinben, erweitern [x6) mit 
ben gormen ber Sogarit^men, bie Siegeln ibreS ©ebrauc^*, 
unb bie Slefuttatc beS burcb ibre ^ulfe gefubrten SalcuK. 

25ie entwirflung ^at |)ier benfelben ©ang ju ncbmen, wie 
in ben eiementen» ^an mu^ juerft nadS)weifen^ wi; ai^e 
fertigen STafetn für jebe 3abl ber ßogaritbme unb umgefebrt, 
ftsnommen warben, fonn, utA ^mad) seigen, wie burcb bie 
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Ix^ SUöfnm t>etmittctt imb etfei^tcrt »fcb. . 

88on Crfmbung bcr Stcgern^ ober äBctöd* il^m Rkt^% 
feit ift l&ict gar leine Siebe. . gut ein reede« ^otenjenfpjtcm iji 
WefeS 3Cae8 f^on in bep Elementar ^ TCritömetif abgetl&an, luib 
fo wie ba« Imagindre rein ^pbt^etif^ in feiner ßntpel&ung 
«nb Änebilbung iji, werben otte Sieaetn ber reellen gogarit^ 
nieii auf bie Sormen be6 imaginären o^ne SD5eitere8 J^ti^potl^ 
ti^^oogetoenbet/ald tvenn fiic^tö Unm&glid^e§ in ben^beuf 
twxim berfelben entl&atten »dre* VI 



i» 3tt {eDer ^f>l/ #( f^ reeH o5er au» einem reeOetr 

itttO einfach imaiinittn (C^ile sufammettsefei^/ (icti 

£^arit^tnett 5u ftnt^n und amgefe^tt« 

e^ ijl f4)on früher bemcrft, baf in ber 2Inar9pS unter 
Segoritl^en i4jii6fü)in immer nat&rli^re iü^axi^mm ^dftänf 
ben werben. 5Cter in ißejie^ung au(H> nur auf biefe »irb eine 
«eue Unterfc^eibung wid^^tig* SBirb eine 3a^f aK 9)otenj wn 
a betracbtet^ unb ber Sjc^onent berfelben angegeben, fo fott 
biefer Grponent, b.^ ber gogarit^me jener 3«^0 fofcm er un^ 
'tnittelbar, ol()ne weitere SRobificatton, aui bfm natfirlic^en 
©pjleme, Ce§ fep baä reelle, ober, fallä bieS nic^t ausreicht, 
ba§ imaginäre, ober tijjeiB ba§ iinc ti)Hü baö anbre) abgenom-- 
men werben !ann, ber SutiDamentallo^aritbme ber 3# 
beiden, ©offte eö pc^ weiterl^in jeigen, baf für eine 3a% 
welcbe aiS 9)otenj t)on e'angefel^n werben foB, auf er jenem 
erften 6rt)onenten noc^ anbre möglich ftnb , unb foTlte ein 
ottgemeiner 2Cu§brucf erl&alten werben Knneni ani welchem 
afö terminus generalis, aQe bie t)erf4^iebenen SSert^ei tie 
bem t)erranßtert ^onenten beigelegt wttben börften^ bw^ 
©peciolifirung abgeleitet werben f innren, fo- baf iener ^nbo« 
mcntaBogaritlfime ali Änfangäglieb biefer fReibe t>on SBJert^ 
erfdE^iene^ fo foB bet genannte allgemeine 2(uöbruc! mit im 



belegt i^er^em 3n bev n2#en S)drfieautig mctg^baS 3eicl()ett 
log^ ten fnnt>amcntaUn, ba8. äeidS^cn log ben flenereHen ßofla^ 
i^^en anbeuten. 

A. ^ür feöe 3al[^I öett 5utt^ametitaUogaritl[^men su fif»1^ett• 

'^^ «r/Sjt bie 2a\)t u pofittp, fo etflibt ba§ reette nafurfici()e 
®>|lem fogtdc^ aire*; ,f)icr ijl a, bcr einjfgc reelle ?oga:: 
rit^uhe ben « ^aben farih, au.qcnfc^einlid() ber funbamentale, 
weil et o^ne ffieitereö auä bem reellen ^otenjenfpftem l()er^ 
iDortritt* 

b* Sft bie Sal^I » negaritf, fo föim Pe im reellen natfir- 
K(i^ @9liem {einen £0gatitlb>tten l()aben. 3>ean eS ifl bereitö 
bemerk ^.baf e^ fnr iebe» ^fitit^e a, auS ber ®runbtei]^e e« 
= 1 + a -|r^*t- a^ + ♦ • • bere4>net , flet» eteiaft f>ojttit)e8 

1.2 t.2.3 

gc^en mnfl; e-* — — alfo gleidj^alö, ba|l olfb Wn teett«; 

SBertI) bon a, al8 Syponent einer ?)otenj Don e betrad^let, für 
e» einen neaatit)en SÖßert^ bringen fann. ©6 ijl aber au§ ben 
Unferfudj^nngen «ber ba« einfac^jle imaginäre ?)otenienf9Jlem 
befannt, baß e8 atlerbing§ ^otenjen gibt, beten berechnete SBer^ 
t^e etwaä 9?egatit)e§ , namentlich -1 betragen, unb baf bie 
einfad^pe bon biefen ei»V-i ijl* Offenbar alfo, wenn 
^^», unb e±.*V'-i = -i, wirb ea±.irV-ir:-c»/mitl&iit 
log(-ö)^ai:yr\r-i = log(+a)±yrV^-lfepm 2iaer^ 
böig* alfo l^at iebe reelle , negative 3abl einen gnnbamentat 
(Pflarit^men, ber aber nur burc^ SSerbinbung be6 reellen 
imb imagindren ^otenienfpjiemS erhalten n)erben f ann* 

c. S# bie 3a^I rein imaginär bon ber einfaäE)ften $orm, 
»V-1/ fo gibt ba« bere(|)nete imaginäre ^otenjenfi;llem in 
fBnbinbung mit bem reellen fofort il^ren l^nbämentaEogaritl^^ 
teeiu €5e9 oxA bem reellen Softem e^rr»; bereinfadMle 
Ä«bru* f&r i.\r-i# *fl w* ^^w ImagtnÄren ©pffem 
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e-S^V'-lj ert»bb dfo log (aV^i)=:a515wV*-l 

ä. Sft bie 3al^( ein partleO imagiiiirer Xusbntd! bet 

dnfad^ften Sorm rra + zJ/V'-l, fo erljidtt man t^xm giinboj 
mentallogarit^men burc^ nac^ffel^nte SSetradSitung. 

©n 2(u§t)rucf t)Dn ber gorm a^ßyf-i foH dnlojoi 
ritt^ntifct^ twxx>\ät\ttt ^effien, tpenn er eine foId[)e ©eftalt \i(äf 
baß et; afö unmitteßmt auö bem natfiriid^^en ^otenjenfpjiein 
|)en)orgetreten , unb afö ^ctenjW einem befannten, in ^\^ 
ner^rt einfa#en e):})onenten entftanben, o]()ne wettere IMi? 
nung fbfort nacf^öjewiefen werben fonm 

©iefergatt tritt freiwillig ein, wenn arzto^tpißrztintp 
fe^n foBte* XlSbann 1(1 ai-/* y^-l =co8 ^ ± (sin ?)) V-l* 
S)er leiste 2(utteu(( ober iß ein leg^rit^^mifd^ entwicfeCt^, bi er 
ben SBertl^ t)on e±.«>.V-i barfleHt, mitl^in ol^ne aOe StedS>mma 
log (cos5pii(8in95)V'-l) = ±yV*-l fe^n, wirb« 

©n. foI(|>er gaU bfirfte t)onfeIbjl fel^ fetten wrfommen, 
tttbeffen wirb ieber anbere auf \\)ix rebucirt werben infi|fen, ^ 
üJfljrungnti^ nur imagindre ÄuSbrficfe »on ber gorm cosyi 
(sin 9)) V*- i auS bem wirKidS> beredS^neten imagindren |)otenjen' 
fpjlem |)ett)ortreten» 

@o9te ein fmdginarer 2Cu§brucf cr^/yV-i unter fect 
gorm A (cos tp ±(sin 9)) V*- 1) erfd^inen, A afö einen redie» 
^actor angenommen, fo wfirbe biefer nii^t l^inbem, ba§ 
®anje A (cos 9? ±i(sin y) v^ - 1) ben logaritl&mifd(^ enlwirfct 
ten %\x%tmS, Don a±/*v^-l ju nennem^ 2)enn logA 
geben bte Safe{n ol^ne Sted^nung fogteidS^; log (cos 9) 
±(sin9))V^-.l) ijlHHyy.i, ^ 3(i alfo a±:iSV-l=^ 
A (cos (fy±^ (sin 9 V - 1) fo lS)at man fofort: log {a±ß V*-!) 
= logA±9)v^-l. 

Sft eö olfo mogIi4^, feben imaflindrep 2Cu8bru(f i^on tt? 
gorm ai^ V-l — A (cos9?i:(siny)V'-i) jtt feleit; 



^ bog mi a tmb ß befttmmte SSertl^e f&t A unb 9 ^i^e^ 
leitet »erben , fo wirb man atxd^ für a i;/? V - 1 , bim| 
#Ife feines logaritl&mif^^ cntwitfelten 2Cu8brucf8 ACcosy? i: 
(aa 9) \r - 1)1 ben Logarithmen fafort anjwfleben im ©tanbe 
föjn- 

3u biefer3ttft4>* »»«f unfebttar arrAcoa^p^ ttnb /?=:A. 
sin 9 gefegt werben* 2>arau$ ergib! ftcb; quobrirt unb burd^ 
»bition mbunben a* + /?*=A» cos^p^+A» sin?)*^ 

A% alfo A= V^(a* +^)* ©eftt man biefen JHkrtb t)on 
Airf bie onfingli^^en ®Iei4)ungen natM, fo geben fie sin 9 

@a^e iji eine notl^wenbige Solge bed anbem* @» laffen ftd^ 
alfo ani a unb ß lebeSmal Aoinb 9 fo bestimmen, ba$ 
»irfticb «1:/? V'-i =A*(co8 9?^! (sin^p) y*-l) gefegt 
»erben fann* 

tiutä) eine befonbere (Sinri^^g berfelben Safebt , i>m 
möge beren für ieben SBertb ^on % fowobi cos (p M sin 9 
fo9lei<b angegeben werben f onnen , Idgt fub ein folcl^e« Slefut 
tat aber no4) förjer erbalten* SRicbt aOein entbalten nemlidE^ 
bicfe Safein für iebeä 9, Heiner aK Jy^, ben ©inu» unb 
Sofinue^ fonbern in einer britten Solumne auii ben bered^^ne^ 

' ' ^ . sin w ^ 

tm SBBert^ be« ßuotienten — - unter ber ^Benennung (Ca»» 

gerne Oet 3«l^l9# lang 9) = ♦ 3ttte e4)ten ^xh6)t fo^" 

ttobl aK aöe ganzen 3a]()Ien unb unecbten SBruc^ie erfcbeinen 
in biefer britten Kolumne, foweit cS ber* SwedE einer wtrf^ 
Xxi^n SJecbnurtg erforbern mag , fo bag für jebe »on ibne» 
Mejenige / beren S^angente jie Cjl, foglci^ a\xi ben SSafeln 
abgenommen werben fann* ©oKte eine negatioe 3abl gege^ 
ben fe^n, um.afö Sang^nte einer anbern betrad[)tet ju wer? 
ben> unb beab{t<btigte vmi biefe anbern burd^ ^Ife ber %^ 
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iDeftmtion 
= •— tangy. (gs m^aü fiäf alfo mit.. 



ff(n gu finhcn, fo n>4re, bet iDeftmtion geml0y taug f*-^)) 



cos (-qp) coa (fr 
im SSangmim in 36{i4)t auf pofitia itnb mgatit)e 3ft^it 
gerate wit mit ben AifinuS. ^i^ 

' SHe« !»wu«gefe^f, Ämien; um A imb 9 ^jit finben^ Me 
k^ben ®a^ A cos^ =r a unb Asin^^rr/^ fofbrt burc(r 

X>ir>x^on CDmblnirt »erben , worauf -^ ntang 9) erfolgt^ w^ 

burcd ft^ fogfeic!^ go befiimmt« 3t(^bann l^at man iu^Uiä) au^ 

cosgi/unb baburdj^ jufolfie beS erpen ©afeeä — ^rrA. 

cos O) 

es mirb olfo bie gmfinfc^te Sitegel folgenbermaaßen lautem 

Um log(af i^V-i) gu.^hben^ bered^ne min^, fr^ 

eörr tang^^ fnbe bobutd^- oui betr SEaffcln ; »cld^c für febe 
Saljli bie afö tan^^) angenommen ift, baS gugel^orfge ^ cnt^ 
^KeUj 9> fotpo^I/ att^ rurfmdrt* 00s 9^ I2fl8bann wirb 

ai,/?V'-ls:a(t±:(tiMig5p>)V*-i)r: -^ (cos «rt: 

/ cos Q) 

(sin9)V'-i) gefefet »erben bfirfen, unb au^ biefem ^ego^. 
ritl^mif^'entmjcfeüen Sperrige folgt (ogleid^ log(a±/*\^-i)3 

log(-^V^V-l. 

Vcosy/ 

2&f leben S^ll otfo, bie äofyt mag reell; rein ober partieU 
imagin^ ie^ ifl boö allgemeine @4Kma il^eS Sunbamentol^ 
logarit^men, unter a unb b reelle Sal^lmert^e ober felbfl ein^ 
aeln o gebadet ^ a + b V^ - 1. . 

B. S&t feOe 3abl den generellen naeflrlic|>en Hogarit^^ 
men 3u erJ^alte^n. 

®e^en mir bie Sal^l/.beren nattirltd^er ^unbamentallogarit^^ 
me brfannt Ijl, affgemein N, jenen Cogaritl&men felbfl p,^o 
ba| N=:e^ Srogt utan, ob eö ni^itcno^^ anbre SSeit^ 
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)w» d^ffmmUh ik ^^en fattn/tie txii Qlfeiid^e ttiftniv fo ifE 
to I >ag iebet feMfrcr SSBert^ burcfy n -j-p b^elc^net »erben 
tarfr baf olfo; ob nid&t oKcin N~e», fonbem aud^ 
Hrrc»^:^!' gefeilt toeirbett f&mie, unb u>{e^p ju folt^er TlbftdE^t 
ief(<>affen feijn mftjfe, erforfd)t »etben foß. Sil ^'*^p =:: e«; 
fo. mvfi buTd^ou« ep— i feyn^ 3m reeUeu ?)otettienf9Jtem 
j|bt'e& für p feinen onbem SBertl& afö o^.im einfac^ften im<u 
gittSten feinen anbem alö 2ia7j V*-l, n>o unter m jebe |)03 ^ 
jl^ ober negattt>e gonje äabt t)ei:Panbeh toerbert barf. e* 
iftl^al^ A+2mi^V*-l boä oligcmeine S54>ema oller (Sp^b^ 
Henteii beren berechnete ^otenjen bem SSert^e uaä^ jufams 
toeit^(leR> töerd&e Steaeif In bcr Ännpfl)racl^e fo lautet J^ai 
ma^tw)n tr^enb einer ^41, p£ fe^ Ijoptlö , negotlt), ober auS 
einem teeBcn unb imagindren. ©liebe ber elnföc^jten 2frt jus 
fatwnengefe^ , bm '^nbütiietJÄnogarittimen; fo ««rb er 
tmä) ben 3nfa% 'iiaj^V-l in l|>ren genmOen ?ogari^mmi 

C;'|[tt fedeüi Xogai^t^mett Oi^ snge^Md^ 1^t>I 5n finden. 
3ut>&ttet;ß unterfudi^e mon^ o(v ber gegebene Sogaritl^me 
funbamental/ ober generell, obet ei»xi| i;erfc(^{eben t)on bent 
fanbanrentolen, etn^r öon beit folgcnber? Darticulirwert^en x% 
mble and bem geneteOen abgeleitet n?erben f5nntn« Um ge^ 
nereü ju fe^n, mu^ er tia unbefUmmted, um etn'nad^fots 
genber porticulärer gu fepn, tin h0mmtt^ imnV'-i afö , 
2|ieit in ftd^ fdl^ießen^ unb nur wem er ^tn>eber ni^td Sma^ 
glnÄreS, ober nur ein folc^ea^, beffen reeller Factor fleiner alS 
in if(/al9 Xbeil enOfSlt, i{i er ein funbamentatet* 

3ft ber gegebene Sogaritbme nid^t funbamental, b* b« fäbrt 
er als Sbeil feine« XuSbrucfi^ beftimmt ober ijnbefiimmt 
ainyrV-i be? fidb, fo fann man biefeä, bep Sffiieberj^erjtet 
lung ber i^m jugeborigen 3«^! ginjli(|) t>emac^l4ffigen. S)enrt 

« =e ♦e =re . g« braucht alfo nur 

^n SunbamentaUogaritl^men bie Stebe ju fe^n« 
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Sft er uin imaginär iaV-i, fo finbet fzdj) fofort. mi 
tem rein imaginären ©pjleme e^ * ^"^ — cos#i:(sina)\r-<« 

Sft er partiell imaginär üon ber gorm (a^rby-i), fo 
tjl'bic il^m^ xugel&origc Sa\)l ein ^robuct au8 jwep gactoren 
e« . etby'-i - e^ (cos b i:(8inb) V*- 1); ber erfle ergibt ft(^ 
aus bem reellen , ber jwe^te auä bem im^gindren ®?^em* 
es Derbient l()ier befonberS bemeilt ju »erben, baf folß 
h—7t fepn foHte, (weil alSbann sinbrro, co8brr-i müb) 
ea4-bvr-i-.e«.e*^V'-i=-ea fc^n wfirbej »enn bnj» 
Dber |yr wdre, (»pbeij smb:z + i obn -i^cosbno iff) 
eaH-bV-l-ea.ebV^-l-HP.eay^,^!^,^^ ^j^t)e^ 3n te?* 
ben gdtten braucl^t man, um ffir ben 8ogaritlS)men a-f b-vf-'f 
bif jugel^orige 3a^l ju finben, bloß ea au^ bcn S^ifeln beS 
reellen ©pjiemS* Sn aßen übrigen aber muffen jid[> ju fol^ier 
2(bjtdS)t bie Safein bcpber @9Jieme »ereinigem 

H. JDie fundamental • Segeln Der ftumertf4)en £ogaritf^ 
tuen t Ticd^nung. 

©a wir burc^ baS Vorangegangene im ©tanbe ffnb, nid^t 
allein j)ojttit)e, fonbcrn aud[) negatit?c unb imaginäre 3a^len- 
2Cu§bru(fc aB ^otenjen im natürlid^en ©pflem p betra4|ten/ 
unb i^re gogarit^men anjugcben, fo |ie|)t niö)t^ im SBege,. 
bie ©runbregeln ber Sogant^menred^nung für äße biefe %oxi 
tuen in 2;i(^dtigfeit jU feigen. 

A. tnuItipUcation* 

. 2)abe9 wirb eS gegenwärtig auf folgenbegdOe anhmmm, 
unter ber SSorauöfe^ung, .welci()e ijoflig genügt, baf nur doit 
jwe^ gactoren bie Siebe fepn foll* 

i. 2)ie gactoren jinb reette 3al&len» . 
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Snft9cber f nb ffe t^be ^f^pSö^ TMbann bleibt H bep 
^er smhlinli^m 9UiH. Sft ,<» = e\ ßzz e^, fo ifl a/f 3 
ea-i-b^ • 2)ic Safeln bcS wellen S^jiemS geben unmittelbar 
a tmb b, bie Sogaritl^men bet Sactoren; i^re Summe a+b 
Ijl alifo bet beS |)tpbuctÄ, unb ju biefem geben bie SEöfeln 
ruA»dr« ben SBertMön e»-*"^, baS ^eift ba8 Drobuct «•/? 
fettjl. ' ' ^ ^ 

Öbet bie "gactoren fuhren »eKfcf)ieb?ne Sei^^en a. (-^X 
Sft, wie borl&in u—^^,ß:=ZQ\ fa tpirb -^zrebis^-i, . 

=:-a*/? feion. Äud^ ^ier alfo geben bfe 8ogaritl[)men bcr 
gactoren a/unb b±.yrV.-l/ sufäinmenabbirt^ bcn beä^^ro^ 
bttctö; tinb barauS ergibt fi^ ^-bie^Saf ein ,be§ reellen ©9^ 
flema iÄgejogen, t)a§^^robuc^, fp^l&i ber ®r6ße' Vfö bem 
3eic^en na^. 

Sber enblic^ bepbe gacforen tirtb 4egötit) (- «) (-/$)• Sil 
ÄU^ l&ier c«l5: e»^ Ar: e^, , fo -:Jt4tb - *« r: e«~^ V?''""* 

' =e*+b;ef?<:^li74>rrV SRun ^ber lV±(^£W)\^-l 
entwcber o, ober ±.2i7r.>r-+:4; te : bepben gJDtwl f jb 
ei C^±.?^)^j7.iqp4^ ^rtü <üfr, (- i.)|X^^)rr4-ß^ /S wnb 
<m^ J^ier gilf unbebingt bfe-Sl^et^; baf bit «ogotit^men ber 
Sactore» ^fammenobbirt ben beö DrobttctS bringen, iintaW 
bemvfefeterwbw*|rfil|e,ibepjai^fe^^ Ü^ibJflabV 

leitet »eiben fönn. : ^ ^ " * ' ' *' . 

% ©ie.gac<?rfi?;|inb^ ieiner-.Pb^r.>#e, imagtttÄrc ;^^ , 

nm ber einfachen :?trt. ,^ier |^b frtteeijbe gdße \ixm, itt- 

«nterftl^ibem - / - 

--<.,*■'■■ - • 

' >. ©itweber-btt eiAe gactöt ire<tt, ber «nbcre reht i'm«j 
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t * 

i>(edi>gai<^e tieft 1Hiitutctts:«4-J>Hhl»V'-i> SKi^taH)»' 
i«. S5bw bc^fee Sattoten tefn fmoginär Co V- 1) {ß K - 1)^ 

, init:|)in>ü8?)rob«ct e« +•'*'■ V*-i cd e«*'>e''V-i=(a./f (l^^v 

^8^ibt alfo kie WgöritVnwn SRt^nuna (aV'-i)(ß V-i) =-«./?, 

7. Ober bepbc Soctoren. f?nt) yortiell t magjnSr, (o -f^^ -vT-i) 

(y+^V^-l). Um WeEogarit^mfitbergactoren C^+'^y'-ijj 

«'«f<l& JU «ntwirfel«. 
i &. 

r 






c+/yV-l=(^)(ca8^+(8u..y)V.i) 

y + ^V- 1= (^) (co8Vr+(smy)V-l) 

»ntt^fn log(o+/SV-i)=: log C-^"\ +a)Vr.i 

Vcos 9/ ^ ^ 

- . log (y+rfV«_i)-:iog ^^y+^Y«,4 
«Ifo b« Epgmitbm« be« 9^»bMct8.; . . ; ; . i , , 

f^IöH^ baö 3)wbuct ftibp; 

2)tt8 gibt ben mtrfwfirbigcn gebrfafe: ba8 ^robtttt jwe^cr 
l08<mtbmif(* cntwKfettet ptfrttea inw9fn<lre«^u§briii(fe »trt> 
ein l^nrit^er. Seltt tr|itr reeller Jactor fji- ein 9>robuct o«« 
ben ibrigenj fein jwe^fer partiett imafltnater goctor entbätt 
©ImiS .«nb SofmuS einer 3<»^, »)cl(be tie. @urame «p» . 
benen iji, bcren ®inu8 «nb ßcitnuS in ben 2(M«brÄcfen .b« , 
1t^ myttlljjiclre^ben ©rftßen auftrete«, • . 
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fol4>€r 21ct ; ^ 

bep SRuKjplicartonen portieD fnwgmSrcr Soctorcn n>cfenflidS)c 
^tefutiimg. SRot^cnWs ifi ^ tntelfetr jtit ©^aTtang tic« 
StefuttatS ni4it ©a« ?)rotmct tet Sonnen (a + /fV"-!) 
(f+f^V^-l) wfitfte mtwittelbm; beret^^nef, iinb ®let^artb 
fie6 jufamincngefa^ , iar-ßS)-^i<t&+ ß y)\/^i »cra 
t)en, tinb auf ä^nlic^e %xt (Ußi M fut v\a Sfnga^ folc^ei 
Victoren ba» ^robuct gerabe^u angebm, fo baf a, nac^ 
einer lei^^ten comMnotorifc^en 3Ugtli mi ben @Hebjeni bot 
gactorcn geMlbct, untct b«r ©cjlolt A+BV-1 «rf*«{neii 
tnäfte, wenn ©Id^attigeS in feinem Vi^btucf uereintgt n)utbe« 

©er gaU wo ber eine gacfor etneä g^jiKi^ten ?>trobuctd 
reell, ber anbere j^artieH imagitiar tjl'/ beborf feinet befonbp:« 
SBetra^ung* 



e§ wfttbe be9. ollen eben bargejl^lltett ^aUm ber SRuIfe 
j)Rcation, fofem man au8 ben 8oflarftl(>men ber gactoren, 
ben bc8 ?)r0buctö, unb ow8 blefem >aö ?)robiict fclb|i erhalten' 
wifli gonj öberfififitg fepn> fi^ ju generellen EogoritbrneR 
2U erbeben* JDenn fepcn allgemein tj(e gactoren, A nnb B,. 
ibre SunbämentallQgaritbmen a nnb b, fo w&rbe nac^ ber 
Sbeorie biefer gormen - . • 

log A r: a +.2m TT v^- i 

ipg"B=:b + 2r!^\r-i ' 

i^A+]^^^a + b+2(m+r)^V-l=:i^(A>B) 

aiftcfwart. alfo A.B=e^ + '^+2^^+'^"*^-^=/+'^ 

^2(m+r>v^.l = e'-^^ fe^n. 3»an. würbe alfo bloß 
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ünS Un Safcin im hmifmten »ert^ ter Stetenj/ twUtt 

a-|-b i\xm €)rponenten bient> b. ^. man tvftrbe blof )u bem 

SunbamentaUogarit^fmen Ui ^toincti in im ^tafeln bie v^ 

S^htiii 3a]^I aufjufuc^^n ^abenr unb ber Sl^eil ia Mi 

Uudi, xooinxii) Ux fundamentale Sogaritl^me jum generdbn 

erl^oben wirb, xoiixU bi^r u)ie aOentl^atben, wo a borauf an? 

fommt, butc|> <^ürfe beS bered^neten ItotcnjenfpjlemS ^om 

^ebenen ioiüxitifmm {U ber ibm andeb6tisen 3ab( juruit 

3u(e]E)ren, gan^ «ufer Zö^t gelafTetv toerben mujTen* 
/ 

B. 3Dtt)if1oii. 

SBenn ffit bie 9RuW})Ilcation mit reellen 3abl^ fr»^' 
oK imaginiten ÄüSbrutfen ber einfa#eri Art, bie ^h0ßt 
tmb Siegel; um iebeßmal au« ben gögaritbnt^n ber gäctoten 
ben bc8 ?)robuct8; unb ' au8 biefem rfirfwdrtft ba*gefu(^te 
?)robttct ju erbaßen, ni^gewiefen »erben ifl; fa öerfiefet c§ 
fi(b oonferbji, ba| ffir^^Dim^nen an unb mit 2fu8bru&n' 
ber gleichen Art, biefelben Siegeln, nur in umgefel^rter SSejic* 
l^ung unb Äunflft)ra(|>e^ geltem ^ 

. ?Blan wirb alfo febeSmal tjom gunbamenfanqgarif^tmn 
beS 2)it>ibenb, ben beS äbteiforö abjiebn,' ber Sleji wirb 
Don felbji bie Sorm eine« tfunbame.ntalfögaritbmen ^ahtn, 
tiian wirb mitbin bie ibm jugebSrigc 3öbf burcb bie fertigen 
abafeln be8 teeDien unb tmagindren ©pjtemä ebne »eitere 
9£edj)nung fihben fJnnen* 

JDod^ mag bie'SRegel für beii »i4)figtlen gall ^ier min 
brfidßicb duggefprocben werben» 

- ""» " ^f ^^^ 8« berechnen., brudfe man 2Xt>ibenb 

y + a V -1 

ünb 2)it)ife« be^be in roga1r{^mif4^ entwidfeRer ©e^alt oiß* 
SBön fefee alfo — = taagy^ «nb - = tang^, fo wirb; 

(« + /?V-l) = -^ (co»9+(8in5i.)V-l) 
COS 9 



■^ 
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ftn fn log («+/> V-i) = log ^ + 9» V-». 

f«8K« lÄgC^H- *V^-l)=:log^ H*V V-l- 
fubtro^irt, bet beS iQuoticntm 

äjliJ^itt ber,£luotient felbji 
C_l-VCJL).[cos(9,-^)+[8in(y-./r)]i:v^l)]. 

\?Q$ (jp^ /. XCOS 1//-/ 

2)c? iCluoticrit jiücper lofiarit^mif^^ cntwitfelter Äuö^rude 
wirb et^lteit; wenn xa^n bcn cinfa^cn gactor beS cin^n 
kuri^ bm b€ö anlTern btoibirt; biefem Öiioticnten afctr «inen 
partiell, imaginojfn gactor beigibt, in bem bie 3a()t, bmn 
©tau« unb ßoftnuS pe enthalt, \\i) (K\xi ber Sifferenj bet 
Ballen bilbet , beten @inu§ unb 6ofmu8 in ben 3(uabrfirfm 
be« Si\)ibcnb unb £)lt)ifor üorfommen* 
2Cuc^ yCii wfitbe ein urfprunglid^eS S)it)ibiren aKerbinflS 

gefattet fepn; «nb ^j^^^^^ = 7^:^^ + 

r ^r~^ö ^"^ ^^ ^^^ auotlenten barbietem 

Uebrigen^ barf au^ bep ber S)imfion^^ mh benfefben 
©rftnben, wie be^ ber aBuUi^)lication U^(i\x)fiiX werben, baß 
Sunbamcntaltogorit^men . jwr löere^^nung beS Quotienten 
»il« genügen, unb ber ®ebr«wc^ gmerette^ iu biefer Stbfid^t 
aanj überpüffig fepn. wurbe^ 

C. Pot^nsütuna/ bcii Äjrportenten aU ganse pofitip«' oder 
fteg^tioe ?a<i)l geöati^t- 
2Cu(& ]j)ier ift eä fei^t ju seigen, baf, bie ju i}Oteniiirenbe 
3«^ mag fejjn; wel^e fie wiU; bie befannte Sieget, x(^(m 

91 
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mMipMxm, unb. bi^ ^robuct <il§ einen neuen gogarit^men 
anfelj^n/ ti.nb ju il^.<tücfe)drf§^ *fe juge^orige 3aW fmben, 
burd^uS anitpenbbar ift* . : 

SBenn bie jn ^jotenaflrenbe Sal&I »)oftt!t> tjl, fo W« e^^ 
SGÖefteYe« bie Siegel in Äraft: i^r Sunbamentönogarltj^me it^ 
gibt fidj) fogleici^ aix& bem reellen ©ppern* > ; . 

Sil fte negatit>; — «, fo «^i*/ f^Dö «ire«, ifyc %m< 
bamerttattogaritbmc « + w \r- i, mitbin [— (e*)]* zi 

e^ , * =: e ♦ e , n)elc|)eö, ba e ir 

(—1)" offenbpr e"«.(— i)" gibt Sjl alfo e"»rzA, fo. 
ert)alt ntan,.ju bem gogaritbmen bcS QJefuc^teri ik jugeji^- 
rige $al)i ne^menb, ( — «>nA.(— i)«. ^ 

Sjf ba§ ju Doteniürenbe einfa^) imaginär, /Jy*-1/ fo. 
wirb log C^\f-l)mog/y H; ^ v^-i, förg«^ log [(/?K-lW. 

=r n log /J,± ^ y^- 1. SRU^in »dl ^^^"*zi (V^-f> J 

bie biefem 8ogorit|)mea juge{)6rigc 3abl ß^^iV^-i^^ 

ee geigt fid^ in biefen gdöen offenbar ba* äufamnvnf. 
treffen ber Sogarit^envedE^nung mit .an.bem)eitig befannt(9 
giefultaten. , . 

Sfl enblid(> bU 3abl, »e^e })eten jiirt »erben foll!, f>art{«ff 
imaginär, «i/^V-l, fd entwicffc man pe fogarit^ifc^l/ 

wo alfO; — — tgflp gefegt, i^r Sogariti^mc lögT— ^^±., 

yV-1 fepn »irb* tRif^in Ijl für btc me ^otcnj ber \m> 

liefen Sabl ber £ogarit]()me nlogr^-^j±.nyy"-l. £^ie 

biefem Xogarit|)mtn auge^^rige äaj^, fetbp logaritl^mifd^ wfc 

»itfett, ifl al^bann T— ^J cos (n^± (sinn y) V^-l)j W 
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Wter gormcn/ n)ie{ — — j [cos y i; (siny) V- 1]» ta^ 

ffuUi^t bte gang i^envanbte ®e(la(t 

[ — = — j ♦(cosnyiiCsin n9))V-i) tefifet; tinb t)le cln^ 

fte Siegel, iponacf^/ <)U8 bem jwe^ten Factor bet SBurjef, 
^orteg))onbü:enbe ifyttt mlan^Un ^otenj abgeleitet »^irb,, 
aemlicb (cos 9p ±. sia y V* - i)» ZI cqs n ^p i. (sin tt 9?) v^ -. i 
onbere S3emerfung Detbient 

6jn unmittelbares ?)oten3iiten ber gorm (al:^\f-4) 

ben binomif^^eh ße^rfafe Uc^e ii4) / oh\^on mit Seit-- 

ifiigfeit/ öDßiiel^n^ unb würbe, wenn man ölle paoxm &lm 

. be$ 9ie(u(tat5 in einen , alle itn))aaren für ficb in mm 

ten i^nbegriff faßte, bUfc« unter ber gorm Ai.BV-t 

eineji laffem 

7i\x6) be9 aUen bfefen $ofen;l{rungen würbe ber ®ebraud^ 

eaer.&ogantbmen t)&Ilig übet(tiifftg feptt, inbem am enbe, 

»enn man gu bem gefunbenen Sogaritl^^men beS 9tefu(tat§ bie^ 

felbfi ani i^m ^feln erbalten woQte, ber generafiftrenbe 

bed Sogotitbtnen weggelafpen , unb nur ber funbamen^ 

tte 'Ibel^Iten werben mfipte* SBar b^m gmibamentatlogaritb^ 

\m, ibn ju generaltjiren, im^yf-i gugefefet, fo wäre 

Iber StuItipUcation mit ib«m ^rabe ber t)er(angten ^oteng, 

im.ßpgaritlimen be,S ®efu(btcn noc^i 2mnn^fri^ l^in? 

rg^mmen, weI4)er generaliftrenbe 3ufa| afö nicbt Dor^an^ 

«Hi^ufel^ Ifl, wenn bp§ @efu4)te auä fdneth fiogarif|)men 

eDt werben fott,>a er nur ben gactor e2 «^ »J^ V- 1 

i in ben 2Cu8bru(f beS ©efud&tcn bringt* - ^ 

D.' -Wut jelanesi^feun^j« 
flSe9 ^Utn biSberfgen iD)»erationcn war bie ^CiTfe', welche 
®ebrau4^ t>on Sogarit^i^en gewäbrt , nur ^bfür^ung be^ 
:e4^nen$, unb man ()dtte, aucl£^ o^e {te, baS gewunfe^e 

S» 2 
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Sefuftat n^Iten Brntett* 2(^r bcp ben SSurjcIouJiielnmgen 
treten fiC; auf eine tiefer greifenb« SScife, tmb aK uneirt» 
bcl)rlic& jur äBegrünbung eine« aUgemcincn SScrfal&ren«/ in 
fcie 2Crittmetif ,ein. *' > * '^ 

i. Um tiefen »ic^t^cn ^egcnpanbgrunWitl^^ uiib'baM 
ntfeglid^ft fnrj ju bc]()ant)eln, ijt e« jvpecfmafig^ t»ft b^m 
einfac^jlen gööe au^juge^n, ber bep ®urjef<m§jWl^ungen wn 
{emmen lann, bemtentgen cdfo, M die IX^urset cttiet belic« 
bigen <BvAdeft auf i gebogen n^erben foK. < 

,§ier wfirbc ber ©ebraui^ ber guftböntentaHogarit^mett 
tik^l w?eit ful&ren. gfir'i 11t ein foti&er in icbem ©#em 

n n 

o^ man würbe atfo l^fof V'i r:z:Ve«:i e«— j, «r^altc^^» 
: 2tber eS ift einet i^rerfien ®cl^ iJt ber JXl^stiip^beS ein» 
{a#en imoginorm ^Btenj^nl^fkmS, bofi ^ un^iii 9Me 
^otenjen t>on e gibt^ beten- SGBertb zzl ift ^ baß frcjiM 
oße unter b^m ©^^ema e^^^^-i ettt^otten finb/ fo bafi 
m naö) belieben iebe po^ti^t ober negative gan^e 3abl fe^n 
barf. @o ift alfo« in ©erndfib^it bet'befannten ^m^itttc^ 
r^gel; ia^ SESur^elau^iebung an einet ^tenj butcb S)itnftoii 
i|)re§ erjjonenten mit bcm ,®rabe bet »etlangten SEBui^el t)ott« 

jogen werbe ■— — baS augemeine ©d^ema beffen, wo* 

Vi bebeuten fann, in wel^^em Äuftbrurfe für m icbe |)oji* 
tit)e ober negatiioe ganje Sal^I gefegt werben barf. 

£)tefe Sorm aber ergibt ffit baft ®efu<|)te mebrere t^erfidln^ 
J)en€ 9Bertl()e, unb jwar notl^wenbig htcj^t meb^ ^er weniger 
QiS> btt 3abi n, ba§ l^etflt ber @rab bet auöiu^e|enb«n Sßur^ 
jel, ^inl&citen in f!,c|> fc^ieft» 

£)enn mm beabftdj^tige simft, f&t m aOe p^ü'ot Sal^Ien 
ind Unenblid^e ju fe^^ fe ift fH^ei Hnrtefcn, bof 3(it«»i(fe 

ivie eV^V-^i tmbe^V'"* ttut bann ibemif* fe^n Www», 
nwnn !5e> imb ^ uw irgenb fin SSiilfadiK* t)on 2 n wrfc^iiebc» 



~ *9e^ — 



2m.OT\r-l 
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■* ■ ■' •-,''.'-•'• ' — fl in TS 

für m ^arii^ äa^len fefet^ fleitter M n, ijl- rttcjnct ftfä 

* n _ " 

S^; 2YM9 SBert^ bkfer ®r&|te^' beri[it jcb^ fidnet i{i afö 

2»; {innen a&er ni^t um ein SSielfac^e^ t>on 2^ loerfdj^iea 

bctt^fepn, ml^to andi^ bie bebten |)ote]Q<n:iH>n e, b^nen {!e 

p^Gj:j^ctrteii^ W«nöi , -i«4>t gleite SBe«|«. et^Atten. 

' 2>abe9 barf mon t^on ' biefen ® ert^en » bel^at^rteh , baf (Äes 

mA.^e, bebten« mld^e bon ^Cnfang unb @nbe ber Stelle, 

w^ fte bitten, falls ^t in bie ganjen 3a&len m^ natut- 

8#« jDrbnung gefefet ffttb^ um fe futcefl!t> ju ermatten, 

jleU&iieft öbpe^rt, 54) hid&t in 2tbjid^ auf bie ®r5ße ber 

%ile; nrt)rau§ ftebejhött, fonbern bloß In 2Cbiiclf)t auf ba« 

8ttlM-bei? i'mTftm S^ietB, ben' f!e cntl&aftett/ »on einanber 

öttf&fd&eiben'^ 2)et hte Dom Anfang ip 

f 2hfv . . ihn; ^ \ ^ ', n- .. ^ ^ 

r cos — - + fiin \r- 1 1 j ber hte wm dtitfc, b. 9* 

it$'n^htt tH)nt Anfang ^ , 

[eos2^^^+(^^^ iß 

[2(n-h)i7i;T / 2hn\ 2h 7t 

r: ycoa Sin ; .Y-i\. 3Ran braud[)t alfo, wenn 

e» «nf n^iltid^e inbit^ibueHe fBered^nung eines fol^^n %uS$ 
bmis anfommt, nur, toenn n })aar, bieerjten--; wenn n 

««Jajir^bieerßen — ^ ber verfd^iebenen nad()fbt9enben SBert^e 

ik:it in -ftd^ fof t , \ unmittelbar jabgnleifen» 39^ u Dott yoot^r 
l, fo witb ber tnittdf^ min Un ühtietur ben an^ 
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rr— If atte anbern aber |)artieU'{magfnör. Sft ä tmpaaf,fo 
^ ifl ber anfdnglidjie für lizzo, fclbfl — + 1/ aße anbem »et- 
bin 'partiell imaginär/ • 

JQitb baburdS^ äbetp^lt tna^ ^glei(^» bof auc|r für beit 

.UaH, II» man ki bcr %tm e » . f&r m itc|«tiöc 

Labien fe|en t^olttt^ quo i^r nur Siebeil^Iungen ber 3Bn> 

% ciK<^^ «färben, bie man ^r y^fitme m befommt Sji 

, 2ni!rt;V-l 2 in , /* . 2 m > . ^ ,. 
+ • —cos yp+lsm »7 v-1, fo»(rt, 

.miu'-ih gefe6tf>v^ befanntUi^ Qos(-a):i: co3(cO unb .¥« 

(- «)— - sm a, jener Äuäbrudf m cos t sin j V^- 1 

■u ^ u ^ 

uerwanbelt 2)iefeSaber iji einer t>on benen^ ik man m poi 

S^iw ne^menb, auS e " f4)on entoidPett ^at 

3n bem legten ©afee If^t jugteicb ber ©etoeiS fßr Trfe 

fbtl^awftvixii, baf V^CD'rzv^d)^*, ober i '^irrl " 
aUc^ tn{iofem_ t)on ber SSielbeutigfelt biefer ' ÄuBbrüd e b« 
Siebe x% ■ ^ ' • , 

@e|t man alfo für m oBe gartje 3.al&Ien loon o intBtffee/ 
bis n erclu|tt)e; fo erb&It man ebenfo Diele oerfdlK^bene SSer(^ 

für ^ *" :^ V-i, unb biefe» jinb bie einjlgen 

bief^r %xt SSJöKfe man für in etn>aä ©rofereä aK n ned-- 
meii; alfo Ji ald beliebige ganje 3abl/ p alS geringer »ie n 

2(iin+p)7 rv^-i 
gebad)t; m zr h n + p fe^en, fo erhielte man e » • 

2\\n^-i 2p7rV'-l * > ' 

_ e ♦e o # ^* ^ Amn oon benen, bie 

^on fr&ber b^rborgefreten ibareh, a(S mart für in Heinere 
3ablen wie ti fubfHWirte»' 



^ ±99 ^ , 

" .Ha (^ *A(fi> S<^<tnm de»' CakuU, mi feinen Stegebt 

(rtbft ]&er»ortretcnb; öag Vi nicl?t mc^r oöer treniger^aU 
& t)erf4>iedene TVertf^e ^at. ^ec emfac^(!e bat?on , it^cld^et 
au4l l&Ict ber fundamentale l&elfen fonnte, für m — o, ijl i*. 

3)er. Snbegrlff öffcr- ien«: SBertlE^t, ber fle»^>^ß^ fw^^ ^i/ *ff 

^ ^ . ^ twgii8öcieWA bag.ftr m alte QamdaWn, 

. t^on Q i^ an H/ g^(%t n>erbeii< «SSiQ man ben 3(u$bni(f 

" 2 in 

bei jeneteDcnSBäej}]^ entwi^fe/ fp »irb Vi— cos — n-\^ 

O Hl 

(sm — . nyv^-'i, imb fertige Safelii blenen iebeemal biefe 

gorm o^nc 0te(§nun3 in reoRfftem 

, ^ier war alfp in ber STJjat ber .erpe gaff t)orl^anben, m 
ba8 SRed&nen an einer äal&d fofern e§ ^ur^ ^nli^ bee ^o^ 
tenaenf9|!emee t>oCfu^rt werben foüte, nic^t bloß ben funba^ 
nienfalen, fonbern ben generellen 8ogaritl[)men berfelben in 
Infptu* ju nelSimen ^attt. %bct eö ifl, wie fiö^ im SScrlauf 
ber Iteterfud&ung ergeben witb, (elb<l f&f bie SQBitrjelauS:: 
itelung.b.er einjige biefer Titt, iinb wenn an irgenb einer 
anbem 3abl al8 i bie g)})eratipn au§gefibl werben foU, fp 
:lfiim man immei; mit bem SuubanttntallPg^ritlS^men beifeiben 
«^ au^m^en, . 

,1^ fo^^ Ms paxtieH ima0tn4tet^ Zn^&dm ö^ ein* 

, . , _ facfeflen 2lrt 5» liefen. 

: e« üerflel^t Itdf^ tjpn fdbft/ Pbf4)pn eö gleich nac{)b€r burd^ 
Wi eßijelftl^ft; olf wrftibfeben tcnfb'arcn/ JJaUe burd^gefu^rt 
werben ioU.k^ mai^.f^.ieb&fdal^bniSunbamentallogarit^^ 
mnni^mm, iuxä). bpi Qk^iXatMutj^l beren auSjiebung 
#ttf bi?fer, 3aW gefprbert i»ij*?; Wt?ibi«tti imb fo ben gpga- 
^mm ^fü^uitatiS^ rma ibiefmirabto bn» KifuUat fetbjl 
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e^^atUn tann. Unter Wcfet «cratrtfefetwid !fr es lef**?*'tÄh 
für bic Zxitf}mtt\t ^ftc^fl widrigen ©a^/^u beweifem ^af ifSf 
)Vur3eIau03ieI>uttg/ fte gefct)e(>e au» wzl^tt 7a^( ^ 
motte, tpenn im Xufbru^e tiefer ?abl felbfl tttc^t» (/e^^ 
ivas Ote SveT^eit öec (Dpet^ation befct^vänFeti fännte/ riictrt 
the|>r unt^ tiic|)t roetttser verfc^edene Wertl>e {eben nutf; 
ale 0er (BraO 0er aussts^ic^cnOen tVursel Kin^km ^nt; 
alle entl^alten unter einem genereBes Tluibtüdi, baffen ein^ 
fod^jler ober funbontentaler fficrtl^ berjen^e ift, ben lie dU^ 
nung an bem ^unbamentalfcgaritl^men ber $a!^l ergibt / 1 km^ 
rauS bie SBBurjcf flfejogeri werben foB. - ' 

e« ijl mdE)t uberfluffig ju wicberl^olen/ e8 fep in biefem 
©afec t>orau8gefefet, ia^ bie 3a&l,. worauf bie SBurjel ge^p^ 
gen werben fofl; entweber aB urf})rungfid^; ober boc& in folcbct 
gorm gegeben werben, bap baburd^ über bie 2Crt unb SBeiff' 
wie ffe al§ auS gactoren jufammengcfc^t geböcbt werben jipK 
ober mag, ^6) nichts üorgef(l()riebcn ftnbe, waS bie beabji4>- 
tigte äerfaöung in gactoren bebingen f onnte. 

©fy attgemein V'A gefüllt, mi baffir efn SBertl^ a ge^ 
funben. ®ibt e§ no^ anbere, > tann jeber t)on ibnen, fo 
fern er t)0tt a \)erfd()ieben fepn fort, auf bie gorrti a, h ge:^ 
bracht werben, ba au% feiner Sitnfton burd^ a ein ©uotient, 
ber h genannt werben borf, entf})ringen mn$. ©off 

n 

V*Aai:*^b. (iepn, . fo ifi <a*6)orz:a*.b"^rrA— a«, olfo 

b«— 1, alfo b!=:\ri* 3(ber Vi b«J allemal n oerfd^iebene 
SSäertbe, unb nicl^t me^r ober weniget m biefe* 

!Kan fud^ alfo bur4^ Sltt^amflf^pi^Ai^tb.tQ^ftu^s liivn 

2Bertb ffir V'A, beh il&r ©ebrauiflb aUatial gelten inüf. 6r 

fft ber Sunbamentalwertb blefeö tjfelbeufigen^ Z\x$lindL ' Unb 

II 
wenn man etwa baS d^f^en V^ ^ )M#iMung $M ginerr&ltr 



•* 80t •*' 

■,."■'-,■ ■ ' V.. . - U\,-, . . • :.:■• i. ..,. .. W'i 
^y- A. V^ 1 fco«' eBeii «eteKfene bisftfleöeii. Wröf^rtft^ 

m Äe gatije äa^Icti t>on o bi§ ön m gefegt »erben mußten, 
m av& Uxa geiievelfö]|^^2foftt«u£'^ ®efu^en alte einzelnen 
Skrt^e, iK bencn c§ itc^> barflcßen fann, abjuleiten* 

85e9,®ttQ«lau8jicl^n8cn; ^mä) ^ft joc« gogaritlimen 
löffen {x^ folgenbe Sdtte «nterfc^eiben. 
' 'af» 3flt)ie' Sa^t, tuorau« eine fcrticWgcIShiftjet gcjogtti 
»eö>m foD, Jjojttfe, a, fo bW6t e§ bcp ber gcwobnHdj^en 

yy rr e «" ' ^.^^ ^'f^' ^^8 (Y'«)^ ^\ ' fcpn / «^jir. tÄtf^ 
»artä bie Stafetn bfe juge^crige äol^l gebär* ^at m^ia auf 

Wefe 3ti* V*a# fo »fe* oläbami oBgemein >rc»±: V((»)* 

yXDr: V'« [cos ?^ ^+ (sin li? '') \r-lj 

b* Sft bte 3a|)l ncgati»/ — «, fo tpib C&r gunbamen^ 
latogotf^me, faltt im tcellwi ©9Jfe»i>ö*:^ .» ift »i-irrV^-t 

«ffo b« %er nttn SBurjel ■^-^'/-i; wtt^<« blefe f«Ö>^ 



e " " rr e * ♦ e 



:imT<i«ä^^('"n ^}v*-4 



®ia man ben ^tnmlUn 8S3ert(> -/(-a)^ f» «i"^ «»«» 

; « .. 2 m 

itm funb<irtt<;ntaleo ^ ni>4> bca gartot ' Vi — cos „ « i 



(sin -— nji^T-i) fi^ffigcn, t)a« g)robu<;t ber Jc^ben ^ortielf 
imaglniite» fjonwen, We battn aufammenteeten^ ifl 

cos V — j^— >'^ + L*"i V ~J ^\ Y" !• e* würbe 

'alfo: ' ' 

'€% afi4>(c Bal^I «{ft imaginär t/J V- iX fo «>fe& wenn'^ to 
f celfen ©vfiem =: ß^ i^x guubAmentaKoflaritl&me zr fci ~ V'-i/ 

«Ifft bet itw nten SBurad -± ^ V"-l. W» Wefc f<Ö|l 

gSaft erhalt otfo Yi§ V"-l) = V"(^) ♦ r'=°«^i(sin^)\^-l] 

©ibt man bicfero 3fu6tr«cEe ii(j4> bm gactö« V"! ju, Alb 
tnuUti[)(tcitt man »ärfli^ \>\xt^ beffen äBert^, fo fornint: 

©et lefete gacto« ip ^iet ba? cntwWdfe V*(~*)i »i^ P* 
8e^6rt 



d. @e|> enblid^ ik ä^l ^attiett ttnaflCnSv c^izßyT^i, 
fo i|t für — rrtang9),ai^V'-l=: [cos ^d ±(siny)V-l] 

' , cos cp ^ 



Um auö) .^ier 8^n generellen SBertl(> ju ergattert , lr<»iÄ|t 

'ii 

fcet.gcfmAeiie ^bam?ntale nur mit V"^ mnltiptitivt 
|ti Werbern "®efd(^!e|)t. : biefcS -ön (einem lefeten gactor, 

^(i.M#iebe}im |)4fiticulameit^^ Der gefitd^tett ^Shtiief' ent^ 
mtfelt werben, fo iß biefer 2CuSbru(I| ber auf fertige S£afe(n 
Äejiel&ung nimt, ber swerfo^^ßigpe» 3ttr bi;ofen ^Cnbeutiing 

u 

«^re eSlfirjer, ben Factor v^i imenhpicFett bepjufe^en. 
SWan »ürbe mbeffen für bie to&rRic^e gicd^nung wo^l 

t^m^wenn V(a±/?>r- i) g^fwJ^^» »«^*^^» toK/ bte b^ben 
jgdUe: ben einen/ tbo « »)opt{t) iji, ben anbem^ wo eä ba§ 
--* 3ei(l!>en fSl&rt, i« unterfd^ieiben* ^ 

gfir ben erflen Wiebe ganj bie toorige gormel; wdre 

n • 

Immer pojitit); f^ ( ^ ^ Ütintt alfo foflIeidS) aui bem reei- 

Jen ^otenjenf^liem bete^^net »erben* 

%ix ben jwe^ten ga« (-ai^V-1) witrbe in biefer ^in^ 
fi^t bÄ8 ©egcnt^c« eintreten, «nb eS wäre beäwegen jwerf^ 






»erttt fflr Y(- i) fem- ©crt^ .cos -2 :^ (sin 2) ^T^/ ^efe|t 

mi^ t^amtt am legten %acttx mult|i))ncitt miab^, 

T - ^ 

bet erfle Factor turc!^ baS reeKe ^Uniznff^m, Ux iw^tt 
aud ttm imaginären, fofort er^Iten to^t^en tonnte. 

' S)ut^ ^ulfe be& auf ^bto^ene 6r)»onenten erfbcdten 

binomifcfeen ©afee« liefe fid^ V^(al.ßy^i) tinmittettat ia 
eine Sleil^e entwideln, unb ani bicfcti paote ©liebet für ftdj; 
unpaare ipiebet für fiA ^ufttmmengefaft^ würbe bai acfultot 
a«(^ in ber gorm AiiB V"-! fic^ crgebem S'nbeJTen bfirfft 
auf foI4)e 2trt @tn)a$ braud^^bared feiten ju ©tanbe {ommen* 

^cb be9 ben SBurjelauSsie^gen, fmb. /bie genmUm 

gogaritl&mcn I ben aUererfte» gatt, wo V*! gefuc^t »urt& 
abgered^net, b&Qig itberflufftg, inbem auS H)um ©ebraud^ 
biir^iauS '»ic^^tö aHberS'/ atd wa§ bte bidb^ttge, blop auf 
Sunbamentaaogarifbftten geflulte; S^b^otie gegeben "fyat, entftebn 

wfabe* Sn ber festen gpnnel, für VXad:/?V-i) ift eigen!* 
IvSf bie ganje Sebre ^ou ber SEBurjerau^iiebung au§ reeOdir , 
rein ober txtrtieU imaginären be{!immten Sabl^^^tt^bruifen ent^ 
b4ttem ®efe|t alfo, man fu^te für €e±/?V*-i ben generef^ 
(en SPgaritbmen^ welcber.in (Bemaß^eit beS SSoranflcl^nbep 

(U,D,ä, Dnb I,B),-log (^) ± ?) V- 1+ 2in7rV-i 

fe9n würbe« £)tcfcr bitrcb ben ®rab ber auSjugiebenben 9Sur^ 
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jcl Mt)ibirt, tt)urbe ben Sogatitfimen be8 gefudf)teii:- Jog 

geben; t>oiHommcn baS 9?cmli(!^e; waS bie cbig« Setra^^tung 
turc^ Sunbamentalloflaritl^men bargebot^n ^at^ 



, 3ut &U\ä)tmns bc* STOcd^aniömuS in Ausübung ber 
twwnjle^cnben Siegeln bient fplgenbc SSemerfung: . 

»ep ben oiet ®runbti)cwttonen bet ^otenjcnre^nung^ 
fefem bfcfelb€n burc^ ^ulfe ber för b^8 in^a^inire ^enjen« 
f#m berec|)neten SSafetn DoUjogen. n)erben/ l^€i>t mm imvm 
\icm\tw,M^ 1^^ ^ine mlle 341 aföS^ng^ntedc^r albern 
tcfra^tetj um t)on bkfer ßofinüS unb ©i^«§.aii§ bcn ^Slofeln 
iU fin))erj, «^b bömit weiter }|i^ toerfa^^^m Unter foIdSKn Uw 
janben fann e« ftan^ gWc^guttig fepn, ob bie SSafefn neben 
bcn @nu^ ßofmuS unb SEangentcn bje irt i^nen (lebn # bie 
Sohlen, felbp pellen / benen biefe unter t^iren äBenennun^en 
juge^oren, ober öhtre benfelbenj^roj^ortloriale^ wie e8 in ber 
ti)at ber Sali iff.. 5IRan barf alfo, wenn man ?inc gegebene 
Sabi in ber JSangentencolumnc ber SEafeln gcfünbcn l^at, urib 
baneben In ber Sablentolumne ein gewiffer, in ©raben auf? 
grtrntfter 2B(nfel> y _ fielet ^ biiefe Sa^I fofort ig y nennen, tbs 

f^on fie (ireng. genommen ni^t tgy)^ fonbem tg (^JL^27i) 

ifl/ benn bie neben ijr ben bepben erften ßolumncn ber itafün 

^äitnUn, toelö}^ au6f cigenüidfe^ sia (—- 2 n^ imi cos 

(— »2 jtt). finbr nun aber audS> sin y unb 0059? .^#^"/ 
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»erben ba^ax^ gor nic^t afficirt, unb nur ii^tn ^Betrag ^^^^ 
fangt man ju erhalten. S>a e6 bep bem »irffic^ Slec^nen 
mit ben gormen felbji, in benen y>m Wä^tn <p bie fftAzA^mt 
barauf anfommt, Summen, ©iferenjcn, SStelfo^ *dbct 
aliquote Steile t)on i^nen 2^ Jbeflimmen unb gulegt bevesi 
@inu§ unb^ (SoftnuS anjugeben^ ^ xocxitn biefe/ n»nn mmi 
^ott be§ eigentnd[)en 9) bte in benSafcIn fiatt i|;ret. fte^)>en/ 
bur4^ einen unabanberlic^en S^ctor t>m r^nen t)erfc^eb0nett 
fubftituirt, {iö) J?on ben »al&ren SIcfuItaten nur ^buW> 
unterfc^eiben, baß anö) ffe jerlen iinabanberli<^en gactor tfn 
iiä) tragen / Un mm ben wal[)ren Slefuttdten alS fold^en wfirb« 
beyg^ben mfijfen, wenn man für fte ®innS unb ©o^näJ 
auö ben JSafeln erljKJUen ttJoHte* / ' ' 

SWan redj^nc alfo «nbebingt, aI8 werin, in anäti?tifi()ett 
@{nne ber ^unfirnkter , bie S^ofeln^ in if^rer nften Kolumne 
bfe 3a]j)Ien ent|)ielten , wctjwi in ber folgenben bie juge^irigen 
©inuS, 6ojinu8 unb 5£angettten ju finben wdrem 2>onn 
rtSrbe für 27^=360'', für 571; = 180^ u*f- w. 0efe^ »ertc* 
muffen, wo »ön @inu8 oberßoftnuS ober Tangente biefer 
3ölS)Ien bie SttU wäre/ 



€§ mag ber SSoIIjWnbigfeit tt>egett bemerft' werben, b«f 
ber SK^eil »on ben burc|> ba6. SSorjtel^enbe geregelten Slcc^num 
geu; wobep eß nur barauf; ankommt, bie gunbamentatlogarit^s 
men reeller poiitmx 2ai)kn ju ne^mm, imö) ZWxtion :ober 
©ubtraction ju tjerbinben, ober an foIc|)en bur^r eine reelfc 
3at)l ^u muKi})Iiciren ober }u biuiWren, um ba§ Slefultot 
felbp »ieber. al§ ßogaritl^men ju betrachten ; unb rurfwdrtS ju 
ibm bie iugel^orige 3öf)l Ju fuc^en , eben fo gut burc^ ^fiife 
be§ briggifdt^en , atö bei natärli^en Sogaritl^menf^fiemS t)oU; 
jogen werben fanm 
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£• Pot€tt)iitutt0 im i^Ogemeinen €Slniie* 

. 3)wt)ör4> SBetbinbung t>Ä ixiiUn unb oMcrt ©ninbregel 

ent^ringenb^ atlgemeines tim eine 3al^( ju^ ))otenjttren^ 

«ife man ffe fe(&ji m Wtm te$ fär ba$ ®#em, tporm 

fttiwcl^ety angenommenen ©runbföctotö betra^^ten, unti 

l|rr;i@r(^ )^n ))tefer, alfo ben Sogant^men ber äa^I mit 

fefp )fft>^maiigenf S^onentea jener neu to^rlangten ^otenj 

iMlti^'ciren ^ wobun^ benn ber Sügarit^me be$ @efu4)ten 

i|K botrattd.tüAoto» biefed felbfi ermatten n^etbe, ruft, fo^ 

^Hb- bie' 6i:ponenten ber t)erton8ten ^tenjen feine ganje 

l^en \ini, 2Cu§brä(fe b^n^or, bep benen, o5 ffe t)ielbeu$ 

|||'|btb,,iinb tufer bem Sunbamentalwert^, ben bie unmit^ 

[ifym 7(nn>enbung jener Siegel abfblut ober ^9))Ctbetifd[) aUe^ 

ergeben wirb, auö) no^ anbre befifeen, auf baö forg^» 

unterfu^ tt>erben ntu^ 

3(1 Uv tefpomnt ein rattonalei^ ^uc|>/ gleich 

})o(&it> ober n(?gatit> ;z — , fo ijl, um für A» ben 

nentoto^rt^ iu erholten, nur erforberli^, baß man 

[A beregne, unb baju bie ^ugcl^^rige 3abl auffu^. 

mag a f^eifien. ^Slan |at olfo A"» r: a» ^uf bie 



m&gti^^ ffnb, 
& foU alfo nietet 



,iAb ni^t mä^ anbere SBertl^e f&r A » 
: ))rob(ematif(|^ mm folcben a * b« 

IfA^«, mithin Ana», ;foÄbern auc^ A n rrab^folg^ 

1. iL n • 

;,.* f •^ «^z alfo b :=: V'i' fepn. SRit^n ifl ber 

flBnttA » = A«,y'l^ 
t ^fibeufiflfeit ber Äu^brfide, nn^rin Stengen mit 
\^rp0nenten erf4)einen, auf-bie ©ebeutung be» 
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2tu6t)ru(f« VT Ätifommt, fo t>tt\>Unt berfclbe In t»^fcr SBe^ 

SÄoii fann bcn ÄuSbnicf l^i» öh4^ itt'jRrjf^^g oiif 
bic SStcIbeutigfeit in SBurjcIauSjk^iiitgcn auf jwe? t>erf<i^V' 
tenc Tixtm auffifrii* ©r f onn- erPlM^ fi» Äii8«fe]^en mrbtn, 
baß et »rttangt, man fdttc etne3a|)I, aB cüt9)robliÄ, ru()enb 

*) 3n bei; K^at ifr ^et bte tWiglWeJt s« ftren fefcr «of^e Ifegenfc. 
S^oate man 3« S. faaeii^ 2>it ir, toentif tvie tkt on^mommea 
wotben, r eine flanje Sa&I fepn fofl, aüemal ~i, fo iit 

n n^ 

VdO—V^lf f«> tt?J^J^^ w ^W^» 5<5ttett ein n^i^tJÄefi! ölefultot 
^etauöfommen. S)enn ed mac^t einen wefentlic^en UntcrWieb, 
fafl^ an einer ga^I «ffiMV^elaM^afe^ung vorgenommen werben föff, 
ob läber bie ^xt, wie man bie ^ntlte^iinöi biefer gaW an^ fiiil*ett 
gactoren tenfen fott, ktm^ ijorgefcbrieben, ©ber ob biefe^ ber 
8©aif«b>: iiberlajfen ifl. SBenn a-S3. C+4)* 2in^br«cf einer gege^ 
beneh gaßl fepn fod, fo wirb eben bttbuvc^ »erlöngf, bap wir bie^ 
," felbe ai^ iprobnct ber Sactoren C+4) nnb (+4) benfen fottcn. 
S53irb alfo ^etna* "geforbert, bit fr ftba^tt 3«^I in swep gfei^e 
goctoren a^ serlegen/ (Jo fann i)er einael^e pon biefen blo^ C+4) 

fepn; mithin V'C+4)* lebfgHd^ r:+4. mte aber f*re*tb(B 
bie Sali + 16 gegeben, mit ber gorbemng^ (re fn imp gleiche 
gactoren $u aetfdaen, fo bliebe pJUige grepbeit in 93eaie6«ng «nf 
bie «rt «nb SSeifr,. mie bie ^ntflebung Der ^abl C+16) aui imf 
gleiten gactoren gebat^t werben mochte. Mitbin, ha nicW affeft 
(+4) C+4),.fonbern and^ (-4) C-4)z:+i6 fepn fann, märbe 

V (+16) mit gMem (Xe<bt entmeber c=+4, ober ~-4 gefe^ 
werben bürfen» Wtcin: fo0 alfo eine t^orangegangene ^orenailrmii 
ttid^t ^emiiTerma^en perwifcben, inbem man blöd ibr 9iefultat ans 
fejt, wenn »on einer nacbfolgenben ©uraeian^aiebung hU mebe i(l. 
2)ie*^fe^ M Salcnld befldtigin biefe ^orfc^rift lommmn. 
Uebrigend wirb ed allerbingd im wurflieben ©ebran* beö ^al^nW 
g4ae geben, m eine gabi M b«r<b f otenjiirnng bervorgebroibt 
. angebeutet t|l, wo aber bep einer fpdter an ibr pollaiebenben ^mti^ 
Äö^ai^bnng in ^t it^at jene Sntjlebung berfelben aB verwlf^t 
ang^feben werben muß. ©ie erforbern große 2>or(icbt, lim fo mebr, 
la e^^id {e(t an gdcje» fe^lti fold^-Unterfcbelbungen an^^ns 
b^Jttiu « . » 
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ijr*^"8tiffeten# irtcr QUii^ i, gebenfen, unb in Hefcr gorrp, 

aud Oft V^ iiell^n* ^:$n bfefem ^aUe bUM alfi> niä^i anitvi 
%ifl,/ <^te bie, geforbcrte ©utj^I au8 jAem imt gactotcn ju 
fi^ett, unb bUft Siefultate felbß tpieber ju einem ^'i^obucte 

jufamwenjiijiil^m JDabiit^ alfo ge^t V^(i)»in (V'iy \>6n 

n 

fettjl fiber unb biefe« iji ixt jwe^te 3Crt^ wie ft^ V^l' fee^ 
tM(^tfn Uft 2)tp Sbentit^t bepbei: »irb, fofern 'nod& t>on 
SSIelbeuttgfcit ber IRabicalgrJfen nfcj>t bic Sfebe iji, f(^on in 

im QUmentin bargetlj^an unb gilt attgemein, e8 mag V-ijui: 
einen ilnjigenSertt)/ober eS mag beren mc^xm anjune^men 

grdgt man nun weiter, wie t>iele »erfc^iebene lESert^e 

(Vi)if erhalten fkne, fo mfiffen jwep gitte unterf(l()feben 
ttei^cn* 

®inb erfind^ bie bepbeti ^(ii)Un x unb n ^rimjäl^ren 
ntttft ficfy, fo ijl.bie 3a^I berSS}ettl)e eineriep mit bem (Stabe 
ber auSjusiel^enben äBuQel* 68 r iß begannt , baf 

V'irre » ui(3|)t tnei^r ober nfcf^t weniger aß n t^er^ 
f(|4^ene SBertl^e l^at^ bie man am teic^teften erl^dlt, wenn man 
(äkpo^Hütn $a\)ltn t>on o W8 an n ffir m fe^tj e6 .iji bewiefen, 
*# gr6f ere |)üiitii)e ober Öberl^uj^t negative für in ju fubjli^ 
' Umm niäftö "fytift, aü wn Steuern Siefultafe l^eroorbringen, 
bif fi^on f&r Jjoptibe m, fWner M a/ba gewef^n finb* 

SlittraberfoH nod^ Vi jur wen 5)otertj erfioben werben, unb 
bi^'jfttp^^tjbie grage, ob bie run 9>otenjen jener unter ^^ 

»c^lJebenen SBert^e beft y^i <Htd[> immer unter fi^ bifferfren 

w««u. Cep ber eine, ber hteir e « , b^ ans 

be«^ inkH —e IT ,- iw h unb Jt jwe^ bcHe« 
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hidt ioerf4)iebette Ba^en unb iebe ildmt al& n fepn Surfen, 
©oßtcn fie gleich fe^n ^ fo müßten i^re €rponentcn «m ir« 
genb ein beliebige^ SSie^fod^e t)on 2 tv V«- 1 , aagemein ba$ 
Ifad^^e unterfc^ieben fei?tt (Sa»>. XI, n. 40. <S^ tnvi^tt olfo 

f-^^jml fepm ©ieS tjl unrnSfllid^), wenn r unb n 

{einen %actox mit einanber gemein b^ben, benn ia h unb k 
«einer aK n ift, fann cS bagegcn nid^t gel^oben werben, wie 

(K _^ l-x. 
Jr eine ^artic 3a^I werben 

n 

foBte. (S8 IS^at alfo alSbann Vi' fo \)iel tjerfc^iebene SSert^e 

aB Vi» 

l&Pfeen l^ngegen jweijten* n unb.r einen gemeinfdSiaffc 

lid&en gactor, fo wirb Vl'f r= e . T nid()t n »er^ 

fd^iebene Sffierf^e erJ^altem ©enn fe^rnf^^^, unb nrrfy^ 
^a man für m alle SBertbe loon o hii an n ju fe^en b<^, 
fo wirb unter t jebe ganse 3abl t)on o biö an r, unter 1 
iebe ganje 3al()I t)on o bi§ an f üerjtanben, m zr 4. + li/ 
^efcfet werben bfirfem gur äße SBertl[)e t)on in , in benen t 
baffelbe bleibt, wd^renb 1 wec|)felt, beren alfo für iebe§ t 
an 3a^I f mSgfidl^ pnb, mn^ jene ex^Jonenjialgro^ benfelben 
SBJertb anm^mm* 25enn alSbann ifi bie £)ifferenj jwifc^en 
im niebrigfien SBertbe t)on m, für.l m o unb trgenb ef^ 
ncm anbern Iv felbjl» 2)ie ©yjjonenten bifferiren alfo um 

r * 

l«'*^»27r V-1 b»]&t ba nrrfy; unb t=f»ß feijn foflte, 

um l.Q.iny^'-i b* ^. um ein 85ielfadf)ed t)on 25^^-1 
unb fofglid^ ffnb bie SBertlEie ber Sjcponenjialgrofen, benen 
fie geboren, ibentifc^^ 

Sobalb aber, bep SSeftimmung beö m, für k ein anberer 
SSertb genommen wirb, bfff^riren bie @^onenten ni4>t um 
ein fof^e« SSiclfad^eä pdn 27vV'i, fonnen alfo bie (Sypo^ 
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ntnjiofgrBfen fcitte gWcl^en SEBcrtl^e «galten. ©«9 böö eint 
mzzlf.'];l.v, ba§ onberc t + Uv, fo ijl bie SJifferenj 

i>ec ejspoiunfcn (k — f)'-^.2?r V^-1 + G — 0— 2:^V^-l 

zz(l — i) ^2^^^-!^ 3)a§ erjle ®lUt> ifl ajielfac(^eö t)on 
2?r V'-l, baö Icfete aber ba (k— f) f (einer aB r i|l, unb 
biefe« f feinen gacter mit g gemein f)at, fann fein fofc^eö gc::' 

Ij^e«* es i)at alfa. V'i'^ 1 . f^ t)iere »erfcf^iebenc SBert^e 
afö ber 9?enner beö SSruc^S, welcher ben ©y^jonenten ber in 
yefem, QCuSbrutf enthaltenen , ^Dtenj barjleHt , (Sinl^citen ents 
Ult, \)orau§9efefet , baß jener SBruc^ auf feinem fleinpen 
ßinbrucf jielj^e* 25arum motd^t man eS jur JRegef, baß ge^ 
br^d^e ßicfonenten, tvenn bie t)iea^eittigin fSkttf^ ü^m $0^ 
tenjen angegeben werben foUen, auf i^ren Heinjten 2tuSbrurf 

n n • 

iAxa^t feijn mfiffem ©ie« borauSgefefet, wirb Yi^ mit V"! 
o&tbingö jQfammenfaQen* SBoQte man inbeß ben anf^ngli^ 
i)nt ^'u&bru(t ' beS Sr^enenten bt^atim, fo wärbe bie SSor^ 

n 

fi^ft fb . eingeHeibet mrben muffen': SRan er^dlt Vi« 
dVuy^ wenn v ben gactor bebeutet, ben ber rebucirle 
firu(| — im Slenner beeilt, inbem man Vi* = l^f/ = 

68 Qc\)t ani biefer 55etra(|)tung Berber) bap bie befannte 
vSlegel, man biirfe bep jeber JRabicalgrofe ®rab ber ^btenj 
unlJ auSjUjie^enben Sffiurjel, ober bep jeber ^otenj eineö ge^ 
broc^^epen ßicponenten in biefem ßrponenten '3ai)Ier unb 5Rens • 
ner mit bemfelben beliebigen götctor "multipficiteri, ebne ben 
Äertb be§ 2tuSbru(f8 ju'anbern, tjoDFommen rid)tig bleibt/ 
<Mf t>ann, wenn biefet aI8 oielbeutiger 6etrad()tet unb eine 
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genmQe S^arflenung feinet SSßertl(^ angegeben loet^en foB. 

3n ben gäOen atfo. fann V^l' = l^""-^ oK« I8t<»luö#» 
gdnjlic^ \)ernereni wo r ein SSicIfac^e« wn n fjl, wo Unn 
iebeSmal jener 2(uöbtu4 blofi i bebeuten tDttb. S)te einfac^^ 

n 

(len biefct %xt finben ffir rr:o ttnb rrin (latt, Yi^ 

n 

unb Vl^ ^öt^tt tttt« ben SBertb !• 

b. 3(1 der S):ponent ein irrational ^SfusDrucü, bet 
jtd) nur ni^efunfißweife berechnen Idpt; fo njirb bie i^n fk\^ 
renbe Motens» n)eld()e in biefem gaUe eine imerfcenoente 
<Bt3ge genannt ju tperben t^flegt, tinenbltc^ bielcr t8tUn,s 
tungen fi{){g. S)erin Svtat[Dna(^%uSbrfi(fe tntxoidan M^ 
bep näl^ernber SSetec^inung^ butcj) fl5rfid()e; beren SRenner im 
mer gvifete äal^Ien n)erben, fo tüte bie ^iijtxun^'toüt^ 
fortfdS)reitet 

^an barf inbeffen in fold^em SaKe (eineSwege^ glauben, 
atö tt>enn l(){er/ regellos unb ebne Bufanimenbang , eine, jebi 
3(n5a](>C fibetfcbreitenbe ÜRenge fucceffiDer SBSertbe fftmomun 
werbe* 2(uf d^nlic^e SBeife wie, fofern blof tjon bem gun^ 
bamentatoertbe bie Siebe ifl, ein ftc^i äQnialtg avA Zl^^Uta 
fortbilbenber dtpomnt nur bie fortlaufenbe D$ered^nung eines 
V f)robuctS aud na^ unb nad^^ sutretenben Sactoren erforbent 
wftrbe, \)erb&It e$ ftd^ aud^ mit ben generalißrenben fjatfo» 
ren, bie bem gunbamentatoertb ber ?)otcnj mit gebroc^ieneni 
6i;))onenten gugefeKf werben m&ffen, um il^ren generellen 

Sitxtf) auSjubräd(em @e9 allgemein bep ber 2(nbfutung AS 
i 4n 3rratio9aIau8brud. ^abe ftcl[) i anfangs burcb ^9^ 
ISrudE^ tiom S^enner n nd^erungSwejfe bere|d[)net^ fo tpitb 

Ai r= AKYd) \m^ ®ofl^^ P4^ na(|>()er i weiter ^nU 
widCeln, fo bafi ed genauet bur^^ dnen SSrudf^ \>om 9tenner 

jis apt^rorfmatit) bargefteUt wdre, fo würbe A* s: A*. 
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tpmn mm aOe SBertl^e \>ii SSecIansten ei:^alten tuoQte* ^er 

ed,l9 tlft^ bof man fdmmtlt^e SSertl^e fär vTi inr{;alten 

toit^, iDCifn man aUmdlig ieben^ toeld^a V^i angel^^rt, nut: 

m\i ben s erjien SBert^crt/ bie in Vi liejjen, mi^tiKipKtiren 

«^ $)«mi allflemem ip ber tU SJert^ t>on Vi — «is 

'-45ir + (siÄ —!?»•) V-i: "Slm ijl r rü lis + p, 

;wi^' unter p jebe germgcce 3al(){ all s unter b febe Reiner afö 

R . t^erflanben nwben mufi. alfo n)irb — rr — 4- — unb^ 

ns u HO 

I folglich: 

[S(=: cos /-2yr +^ 27r^ + Fsin ^^ Stt + ^ 2n\\ 

rl^* ^<fe6 iU ober offenbar ein ^obuct ^\A cos f— .2?» 
:^8in — .2^) V"l (welker 3fuSbru(!, ba ffir h alle 

;^tinit aß A gelten^ folUn, jeben Sertb t>on Vi 

tetfet)' te ben gacter cos ^^n -^ (^in JL 2WY V - 1 
i,-*' - BS ^ HS -^ ^ 

^^ ba unter p lebe gon^e 3abl Reiner a(&s, gebadet 

6en. föH/ ieben wn ben s erjlen ®aft^i bie Vi in 
'Wieft, gttr' Jtnjcige bringt.) €§ bleiben olfo oBe SBertbe 

»Vi. be|iel()nit unb au8 iebem berfelben »erben ^ burc|> 

jMfaXicatt^n »Kt btn.s etilen Seltnen ^ bi€ Vi, N^aritlEi^ 
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m\\(i) entvüidelt/ an ixt Jgatit gibt/ afö l^injutretenben 
%aitoxen, ebea fo t)ie(e treue, Uttn Sotaltnbegtiff aföbann 

II *« * 

Vi bartlcten muß. Unb, fobalb man bep bet äBere(i(?nui^ 

in ben B4(en, n?c(cbe ba6 9tefu(ta( barjieOen, eine bejltmmte 

©rcnje bcr Sldbcning nic^t iberfd&teiten toiü, wirb, »«m 

— biefebejei4)net, Vi mft V"! \)6ßi9 jufammenfaßen, »eil 
alSbann bcr Untcrfd^ieb iroi\6)m cos C— 2 jtt + — ^J^r") unb 

cos C-.2 i^Y fo wie ber jwifc^en sin C— 2Vr + — 2yr^ 
^n ^ ^n HS / 

unb 8in(:^,2n), unter ber ongenommenen SCp^jrorfmajjott^s 

arettje liegt. 

c. 3fl ^er , CFponent ein rein imaginärer Sfuebrtsd 

ttV-i 
jber einfa4>jlen 2frt, fo baß A bie Xnbeutung M 

SSeriangten abgibt, fo fann -e^ feine ©d^wierigfeit b^^ben, 
burcb Sogaritbmen ben Sunbamentalwertb feeffelben ju fii^ 
ben. 2Cuf jeben gatt ijl log A, unter ber gorm a^tb^-l 
immer entbalten, fogleicb an^ ben a^feln'ju nehmen, bie^ 
mit bem ®rabc ber ijerfongten |>ütenj multiplicirt, gibt ben 
gogaritbmcn bc§ ©efucbtcn f±nb + na\r-i) unb bie 
ilAju 'geborige Sa^l fann rt\(f wdrtö au^ ben Zaf^ln immer 
gefunben werben. & ift merfwärbig, baf in ben %aUp, 
wo log A rein imaginär = ii b V- i ijt, alfo a rro 
/ . nV*"l ^ 

wirb, ber gunbamentalwert^ »on A eint reeHe Sojil/ 

tjr nb 

e bebeutet/ Ciegt inbeffen fi^on in ter einfad^en ^Pemer^ 

fung, baf/ wenn A z: e unfehlbar A r: e 

fepn werbt. €^ barf b'njugefbgt werben, baf in jieb0B) 
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Anbem fht A ein ImaginArer 2CuSttu(f erfolgen mfiffe. 

gcrncc entjle()t ober bic grage , ob A au^r ienejii 

' Sunb^mentatoertl^, ipelclier & (reifen mag, n{4)t npc|^ irgenb 

einen «nbem f)aUn thnnU. ©ep ein fold^et c^ß, fo foH 

tft^ aU^in <y^ fonbern auäf aß im jßebingungen genäjen, 

»cfdjie A fbrbert* Äann man gu einet ^otenj be8 

@rabeö n y - 1 erlf^eben; fo ip audj^ eine umgcfc^tte ^öten^ , 
jSning benfbc^r, n)otuifd(> tiefe »ieber aufgehoben wirb, 

unb ibr ®rab mvi$ — r— feijn» 3renet Ämiabme gemdff 
tourbe alfo nid()t aQein, tt>ei( A , —a gefegt ill; fo(s 
Sen^baf A=:«^"V^-i>^, fonbem, »eil A*'^'* zz aß ^is 
nommcn wotbeit , A — a^^^- i-^ ^ /?>">^ ' ^^ mitbin, ba bep^ 



Viiv^-l^ 



btf ein^ eingige iingwet)beutige ®c5fle A tt>iebetglbt, ß ^^^ 

!r 1 foljjlic^ /? m . SWan fonjmt alfb audS^» b'^^^ <^Mf 
bfe eittfacbPe ^ofenjiitung, bte an ber ginbeit gu »offgie^ 
^ttbe, gururf* 

V Stto i|l allgemein ine , mitbin i . ^ zr 

e' - ♦ Äflerbirtg^i bem gemd|l, ba m jebe .pc^tlt>t obn 

tt^ti^e , äiabl. fe^n bai:f, befommt i . «njAblig ^iele 

©««be; bie. aHeawltr Sablett jinb, unb oudb a" i(l 
ein 3bt60iui(I/ der au^er feinem' Suttdattiemaltuert^e no4> 
eine iitteiiOUc|)e Jltetifle att^trei;,. in benen ber g^inbamens- 
t»(ipertb mit reellen gactoren muttiplicirt erfcbcint, aitne^- 

fftnm. SDUti »irb We» tit äw^en iux^t A"^"* 
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ir e ^ BefonberS Bemcrft »erten muß» 

SRan l&defc bajfelbc Sttfnltat au^ bnxd) ^ulfc ber g««^^ 

teOen SodiurU^men er|ftlfen f&nnen* 3p A }tr ^tert, 

unb fefet man log A tjorauS , fo ip log A r: lo^ A 
+ 2ni7r\r-i, alfo t)cr Cogotitl&mc beS '©efud^tcn (n.V'-i) 
log A + 2myrn. 2Ritl>m baS ©cfud&tc ein 9)robucf au& 

itpep gactoren, wn Umn ber itjie A ^ ä» gunbo? 

mcntalwert^, ber onbcw c fe^n-nrafl* SolgKc^ wie 

üot^in A^^^r: A'*^"^.e2"''•^ f&r welchen leftlen 

■ ^ > .' ' . ^ 

goctoi? iud^ 1**^ "* gefe^twftben burffe. ' ^ ' ''' , 

t)er (Safe, ba^ A^*^"^ uncnWiib birfe SBße#e^^ 
fönnte efncr 2Cu§na^me unterworfen ju feijn fd()etnen, fi^r ben 

S«ff, tt)o A rr e ^efefet wfirbe» e" {jl bte ©mtbftra, 
öuS weld^er .ba& imaginäre natüxiiä)t ^otenjenfpftem ^crvor^ 
gel^t unb biefe§ ijl ia-nacl^ einer unfehlbaren Siegel otinc atte 
Swe^bent^'t ober SSielbe^gfeit entw&Iett. S)arauf btenf 
Soigenbe«, jur Untwtxt. ® iji im fBorbergel&enben 6e»t€fen, 
baß in bem natürlicben ^otenjenfpjlem/ worunter wir bai^ 
ienige »erfteJ^n, weldj^cS üiA bem ^fljonenten x beit feretli^ 
neten SBerti^ bet sujje^B«« f ofenj burd^ bie ßpbiifnät^ 
reibe für bie SBafö e pnbet, jeber teeiOfen Scä^l unj^Wig iMl<^ 

«Ofiarit^men gel^ren, weit e =1^ Hö.b <l(fe/ föP 

N rr ei»> B öfö ree( gebÄc^t wäre, öll^jemetniN rr e ' ^ 
jBffefet wetzen barf , wotauf bie erweiterte ii^^ifytneM^i 
»uns weffntadS) r»bt; SDiefe*^ @efeS gttt Älfo auö() ffitVn 
gall n = 4, wo 1* £= e »irb> unb woÄbÄf^ fofci» aw« 
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TOSbann obtc ifl man oud^ ge^itmingen einiutittmen, baf 

«V.: ;:::e - •e fc9> boä ^igt em iinenWicl[) tjiet 

beutiget 2CuSbru(f; »pn bem ba§ früher cntoirfettc e 

r: cos n 4- (sin n) V'-i nur ben gunbamcntalwer^; für 

m tr o borWetet* 

& ift atfo ein neuer »efentlic^et Unterfd^ieb jwifdj^en ben 
reellen uxib rein imaginären 9)otenjenf9Pemeri flar geworben» 
3P A eine bejlimmte IßajtS, n ein DeranberlidS;^ ®pfontnt, 
fibrigoiS rational, fo* berechnet ^ M nur auf eine einjign 
Tttt iut^ bie @r))i>nen2ialreil(^e für bie S3ap A; fein gene« 

rÄer ©ertl^ A« (i^ l&at nur eine ober efnige bejiimmte 
S3ebeutungen. SßiQ man hingegen pr biefel^e j^p, M 
iwanberlic^en 6):j5onenten ny^-i fefeen, atfo cin^rein ima^ 
^'nareS Doten$enf9ftem,anbeuten/ fb bringt immer ber @r^ 
^cnt nV*-jt ein . uncnblic^ aSielbeutigeö afö SJertb ber 

Jtige^Srigen ^pUni A mit fx(!^, fo baß feber ÄuSbrucf 

biefer 2Crt einen unerfcb5<3fli4)«n generellen SBSertft bcpfet, ba 
i^ienigei roai bie @r))pneniialrei^e. ergibt, mm man ani 

1^ A unmittelbar bered^^et, nur fein Sutibamental^ 

»ertb ijl, »ibtenb aKgemdn A"^'^ = a""^^^ • l*"^ "^ 

^A .e gefefel werben muß/ Jfcleä gilt audf^ 

|6r ba§ natfirlicbe ©^ffem* 2(u(b babeij ijl baSjemge, m% 
W\f bisher bo* Imaginäre genannt/ önb otr* bem 2Cnfafe 

^ . , ^ n aßt reelle äabfWy fo weit t^tbig, fefeenb, 
*t4pt ber 6rj)0ttenjialreibe abgeleitet b^ben, ba« fundattien^ 
tale nat&rlicbe imaginäre ©i^ilem/ bittteidS^enb ffir aBe äwerfe 
ber practifd(>en ^otenjettred^nung* -JDaS genereKe mfirbe, wie 
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n +• sio n V^ - 1) e fepn , fo Daß für in aUt gattje 

3al&lcn,. ^)oftoe fonw^I «fö mgath^, gefefet »ctben feutfieii^ 
unb jiebeSmüt nur eine @))ecia(ifirun8 be^ in ftd() unenblid(^ 

tfelbtutigcn 2Cu6bru(» e"*^ ' ^ tobmä) entjlel&cn w^tc* 

SBoIlte man anbre ^otenjcnfpficuic «16 boi mtiitUä)t; 
ünb fclbjl bep bicfem, fofcrn feine ixo^tc, av» rein tmagi* 
tidren Syponenten ^erüorgel)enbe ^ ^dlfte felb^ unenblic^ Diefc 

förmig ift, nid^t blof t^iren SunbamcntalauSbrurf e 
sr cos n + sin n V"- 1 aufnel^men^ (o würbe ftd^ ein tei^ 
d^r ©tof jtt weiteren Unterfud^ungen ^ blc biöl^et ber t^co^ 
tretifc^cn 2tnal9p frcmb geblieben finb, borbietem 

@d&oh ba§ in Jftftdfet ouf bie S5aft8 einfadf^fte rein imaginäre 

9)otenjenfvjlem i"^ ' würbe einen fold^en an bie J&anb geben. 

<S§ ift totl^ltt geaeigf, baß 1"*^"*'= e^*^**'.^ Slennt motf 



e^™" — A, fo wirb A« ,= i'^^^K ©ff^nöar alfo ' ii? 

1** ' ein attgemeitteö ©d&ema, wobnrdS) imjdpg trieft 
r^Jelle ?)otenjenfp|ieme (alte bieienigen^ berert SRöbutod untet 
bie gorm 2m n faßt) Ibejew^net' werben* Unb fb wutbe fid^ 
auä) \)m bie imaginäre gorm atö bie allgemeine, au§ bcr, 
bxirc^ @}3ecialip[rungr-bie reelle l^ertoortteten fann, im ^pi^er^rt 
3ufammen]()ange ber ^otenienfpjleme , unter einanber, no^^r 
weifen lajfjen* '' . . 

d. 3jl citMic^ t>€t Slt}:p9wnt partidlttttagitUr/ olf^ 

A }ft Iberec^nen, fo fann e$ wieberum feinen Zm 

jlanb ll^aben^ ben gunbamentalwertlj) etneS fold^en 2lu^bru(f$ 
'fowo()l dlf ben generellen ^u erj^alten, um fo weniger ; bd 
wenn matt will, biefer göU auf bie wrigen iurucffomm^ 

weil A zr A , A . i^ SRan barf alfp fo« 



— 2« — 



fort AH^^V^ = A^+'°^-*.i*^^^:^ feien. SM 
^ flonae 3aW/ f«^ wirb fid) bcr bcn gunbamentalwertö gc:: 

neralifttenbc %actox, »eil aBbann 1* rr i ift, iiuf i^^ "^ 
ittfammettiid^en« TSbet jebe^mal n>{rb ber gencreSe Tlutbmä 
id ^ifultatö eine unenb(id()e ^ettge f))ecieirn Sßert^e in {t(|i 
f<^fie§en* 7(u^ biefe formen bieten ^ für bie allgemdriffe 
2ä}mU ber ^tenienf^fteme; ©egenftdube «>eiterer JBetrac^^ 
langen bat. 

t^ 'JDie itcc^Mun j mit pötensen ; bereit Cirpohenten 

^tuc^e fInD/ Ale vieldeutigen (Briden. 

' , - . ' . ■ , • » 

Sine gtiinbli^e @(ementar?3Crit^mett( ben)eiß bie befonn^ 
ten ©ruttbregeln ber 9)ctenjenrec^nung : baß A • A = A ; 

A%A'^ = A''^^(a"> = A'^"'j V^(A")r:Ä^iim 

fer ber SSorauSfc^ung; bap ber ©rutibfactor eine pojttioe 3a^t 
fp, «rib aixä) bep ben au^ i^m gebilbeten ^otenjen t>on feli 
nen anbem aK }>ofttiüen ^txt^n bie 9tebe fcpn foff^ nn^ 
mittelbar auä bem ©runbbegrfff ber ^oUtti, ffir alle SflBert()e 
ber erponenten, fie nt6gcn ganje 3a^len ober f&xh^c, ^d 
^üo ober negativ fepn. 

8Serm6ge beö*; in feinem gehörigen Umfange eirtwWetten 
natfbttd^en ^otenjenfpflemd lajfen ffc^ bie nemlicben &ikt, 
loenn an^ meificnS nur "^ifpotf^eti^d) auf ieben ©runbfactor 
Av ^. fep yeittiD ob«r^negaUt>, ober dne imogindre ©vunb? 
ferm> erflrerfem 2)iefe« ifl bur^ bie unmittelbar \>C(tan^ 
^iftnim 2(bfd()nitte beS gegenwärtigen ßapiteB geteijlet wor^ 
ben. 2tber, im SSertauf ber iBetrad^tungen iber bie Motens 
m feftfl/ l^at fidS^ ba« Slefultat ergeben, ba^ iebe 9)otenj> 
beren ^onent ein S5nt4> ift, Anm irfctbeutigcn 3öi8bru(t 
bar^eb. aSenn in ben Elementen i^on 9)otett)en mit ge^ 
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hto^mm ®rt)dtKntm tk StOt i^, beiift man fl# untet 
fold^cn gönnen nur Änbeutungen einer cinji^en bejijmijitefi 
Boi)if aud benen olfo, wenn fic P^) burd^ Slec^nungen tjer^ 
tnüpfm, nut eine tinjige Den ebetf htt JBefc^fen^f tnf» 
^ringen fann. (Segenns^g aft^, n>«t^tt toit 9^eki^ w^ 
S^ro(|)enen S):t>onenten iiuflleQen ^ {6nnen n>ir fte alS t^teb 
beutige 2(u&bY&fe, bciren tittiüm ^txt})t ünUt einem gene^ 
ttUm entbatten ftnb; bettaö)Un. di entffebt alfo bte totc^tige 
Ifrage: ob die ^tmOamcntaltescIti Oeg llid^itettt^ f&c Pe« 
tensen öe» nemlic^en (Btnn^actote 0inn hc^hm^ fofern 
Me dabef ^U gegebeti angenoinmeften ^ts»d«äc{e vHU 
Geistige iSti$m flnD/ un^ ob fle im b^hinbai jil 
ndbever J&c(ltmmitiigm mtb tltoMficaitottcii' betftvftti 
o^er flicht. ^ 

SBaö nun iut)&rberfi bte ?BlhgHi6)Uit t)on Sted^nungSregeln 
ah SSertnuffung^n i»on^t){eIbeutt3en, dttfev geuereHm 2(u8^ 
briden entl&altenen ©wßen betriffti fo iji eine folcbe leidSit 
nacbiUtpeifen« ^e^ aOg^ntein auSgebr&cfti vielt^eutige ^ri^m 
burd^ eine J^eftimmte iD))erati0n^ bie felb^ unjn^f^beueig,^ 
toeilnut^feUf ,lann ni^^tS ani^xi t)^i^en., aU.aUm&li^i^ mit 
lebem einjelnen SSertl^e bet einen/ iebeu einjelrien ber anbem 
t[>etbinben unb oSit biefe ipurtieKen SSetbtnbungen in , jetuei^ 
Snbegriff jufammenjiel&n^ 2frt einer t)idbeutigen ®r6gc eim 
tielbeutigt £)|)etation DoQjiel^n/ n)trb fot)fe( ^fagen afö: leben 
einjelnen SBert^ iener ®r5^'^en>or^eben/ on il^m biefe £^pCi 
tatitn t>oabringen/ »nb bic dnjetaett dtefuttote, bie fie, dl 
t^ielbeutige geben fonn^ entwitfein, um jule^t fteaUe aii 
dtifommengeb&rige^ , t>oIIfUinbig aufjuful^ren. £)b aber f^ 
fold^e Inbegriffe einjetner Siefuftate generede ZnSbxixdc m%s 
lid^ ftnb/ unb tote fte erIJHttten toerben l&nnen, tubt'^uf fer^ 
«eret Unterfudf^ung^ mVI^, bte gunbamentalregeln ber 9^ 
tenjenredi^nung 4)oaftdnb{g burd^iaufenb,. bat&ber bdö 5Rd|ete 
ergeben tm^. 
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opfern mt t^m Sum^anuntalti^en Ut S^e H^, mth 

lüttä Ä eine feeliebige 3a1&tenform, unter ~ unb — Hkbi&t 

tif^^mU S^mö^t »erftonbtny »oitp e* gejlottrt ijl^ fcie 3il^ 
te feel^Wg äK |>ofitipe ol^t negööw 3aW«n i« >)enlen, ifr 

bfe',or(le aSeftei ber. ^oien4fn;re^niJiri0, wobep^k" un&A* 

nw; al#^nb€tttige (Stoß cn betrac^^trt »etb^: A^' + A*' 






=r A** ^ •* <g§ ijl geg^iwarttfl §u unterfuc^n, wie ä 
fi^r mit- btnltobuctett au§ folgen isiulti^lmümat »eri&ltt> 
{«iofnwAfe gftctomi alJ.irfefteutiae 2Cii*br&fe 8«Ri)nimen werbe»» 

OU V-mupyv«* V«, -, m- " ^J= A^ .{<nj „„b 

ifetifb AV'i'/ i- A* . 1^^^/ wo bie SSieftetrfigfett in ün 
Wftttftloctomf ru^t, wä^renb A" .A* = A" • * dmefti» 
^'•alfo, ju 'irtfotf(di)cn, tote »ielc einjelne, »firtli(i^ i9CTf4>U-^ 
üJteDroburfe aus bettmr^» i^»-'-. l^*>' «nflebeuttten »i* 

, &ß Utcimt, baß, «»fem «« unt> o bie Slenn« t>« 

Stieben i? unb — bebeuten , fofem ffe gegen bie $i^itt 
a » 

■•^ ^ 

ni4^ selben »etbeo f6nnen, l^"^^. =: i^^^, «nb i^»^ 

• rX\ ■ .,.,-■•. 

= 1^'^ («9. (S» lommt alfo «uf bie 8Sier5.«tt«|feit be» 
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©a befanntUc^ i^ ' ^ = cos — a^r + C*^» — a^r^ V-</ 

a ^ cJ '^ 

ipobe^ ffir.b ^He SSert^e von o bis an e g^fe^t »erben muf: 

rly k k' ' 

fen, unb fn QUi^exUxt i^»'^ r= cos — ;2^ + (sin— 2n) 

yf-i, wo für k äße ßonje Sagten \)on o biS ati v gcnom« 
tnen werben follen) fo )iat ntönjofenbar eine 2fnbeutun9, ii^ 
ber iebeö ber ^robucte, bie au8 ben üorllegcnben vielbeus 
tigen gactoren moglicl) finb^ entl^alten ijt/. wenn man ba^ 
|)robuct jener generellen entwitffung bere^n^t, n>el^e§ zz 

cos (—2*it+--i7tj + j »"^r~2^ + V^^J I ^"* 

(e^)tt wirb/ mit ber iBemerfung, .baß. in biefem .^§brudfe 
md)t aSein für U alle ^SBertl^e t)on o biS an £7; fonbern au<^ 
fht k alle t)cn o bis an ^ gefegt werben b&r^en; woburc^, 
benn ber 2(njalil. nai^ im ©an^en bercn va b(n>orgei^en 
fJnnten. i 

Tibet jener iDgemeine 2fu«bm(f, obf4)on aDerbfngS aii8 
i^m jebe« einjelnc ber geforberten ?)robucte abgeleitet werben 
fann, bebarf, um Um eigentlid^en 3wecfe ju cntJVre^eiT/ 
dner roeiUhn äBearbeitung* Stamentli^ ift bie crjtc grage/ 
()b au§ bemfelben, v>enn er innerhalb ber angewiefenen ©ren^ 
Jen gebrauc|)t wirb/ in ber Zi)at lauter \)erf^iebene SBert^e 
cntfpringem Sabep möffen fofort jwep gdtte |interfc^)iebm 
iüerben» 



Sm erflen Sali l^aben bie 3(^Un p unb a feinen S^ctor 

hp + ko 

gemein / fo ia^ alSbann ber SSrud^ , fofern h unb 

k unbeflimmt in il^m bleiben, auf feinem fleinfien 2CuSbru(f 
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fi\)t. Sil WeffÄ, fo ergibt jtc^ fogldcf), baf, fo mle man 
für k xinb h anbre SBcrt^c fefet , jener S5ru4) fe(b(l biir4)au§ 
wfcfjkbene annehmen muffe» gieße man in feirtcm äd^fer 
l unb h jKgtei(^.n>a4)fen, f) würbe^er offenbar' grißer wie 
toor^er. Siefie man baö eine grofer, ba« anbre, Wefner n>er» 
ben^ wo fein neuer Sanier ötö (Ji + b)«' + (i. — f)a ers 
fii^ienev fo fann aucb biefeS nic^t bem loorigen Baffer hv 4- 
ko glei^ fepn, trdl fonft ^v rz to fepn mu^u, »cl^cö,' 
ba bfteiner aB a, f Heiner afö v fepn foH, o unb v aber '»Prini:: 
jaulen unter fiel) finb, unmogfidf) ijl. Sben fo wenig fann bic 
Sifferenj bon irgenb jwep SSJert^en, bie, für beliebige h <J a 
tinb i. ^ p, ber obige S3ru^ annelfimen niogtc, jemafö eine 

' flattje 3öbl werben, S)ann fep fein erfier Sfeertb ^ - — ^^ 

yo . 

fein jwe^ter - ■ "^ ^ ^^^^^/ , fo tp ber Unterfd^ieb 

.^. ^ ^ ±(j^v±tü) ,.xb^f^ ^, 

jwifc^en be^ben -^ rr ± (-±-j. ©oDte Me^ 

fej eine ganje Sal&l i geben ^ fo würbe i — ni,^— fetin- 

2)aS le^te laßt ft4> tnxö) 5Cbbition pbcr Subtraction auf ei- 
nen S5ru^, ber gleic^fottö v jum Slenner ^at, bringen. . 25a 
aber o ^unb v ^rimja^len unter [xö) \inh, fo fonnen jwe^ 
äSrfidl^, ^bn benen ber eine ed^t ijt,, welches alfo auä) ber 
onbre fepn mupte, wenn jener v, biefer o jum Sßenner Ij^t, 
nl^t ibentifd^ fepn* 

SSofern wir alfo in bera 2(u§brud für baö »erlangte t>iefe 
bctttige ^robuct äße migficben @^)ecialifirungen t)ornebmen, fo 

<d)alten wtr für (-^^^^ — 2) j,^^ (^^l bieÄnjal^l ber SBertbe/ 

t»el(^e er annebmen fann, unb beren ieber bewiefenermaaßen 
ijon bem anbern ocrfd^ieben' ifi, burc^ av auSgebrficft wirb^ 
ou(^ leine« berfelben t>on einem ber onbem um frgefib .lia 
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SBkffolH t(( dft^I 29, »ttfc^fbeB \c91^.^mn) fix toi 

bn 3a^I na4l> <7^ burc^aus t)^n einander Dcrfc^iebene SSet%, 

tmn iebcr <lnc ©peclaliffruttg ber Xnbeutung i>^^\ l^'^ 
genannt »erben barf. Tikt blef« SBert^e »fttben^ unter p 
bte 2Cnbeutung ieber mh^lii^zn ganzen äal^i t)erflanben, m 
ttt bem dllgemeinen @c^ema; 

. cos -^ + (sin — ) V - 1 = e^* ^ ^ ^ enthalten fe^n. 
Sa aber btefeS uber()au))t beren nur o/g enthalten (ann, bie 

(!) 

mi bem mH) efnf a^en ®6)ctna i^*" fämmtUc^l^erüorgeH 
unb. eine 3a|^I von vo »erf(|)iebe^en aCBertl^en miä ben ^^a 
^ioliftrungen; bie toxi in 2(bjid^t auf btn Sanier beS un8 ge? 

gebenen 85rudj)8 »on ber gertn --r^ Vorgenommen ^abcn, \^ 

fem e8 bie 2tbit(|)t i '^♦l "^ ju bered^nen erfotbcrte, be^ 
reit« abgeleitet fxnb, fo bfirfen wir be^au})teni baf eben ba^ 

buK^ 2Cae8, »a8 i^"^' »on »wfc^febcncn SBert^en botbieto» 

(I) (I) (1) 
i^annanbinuß/ entfialten fei?, bflßoTfoi^"^.4^'^=ri^"^, 

ntitt unldugbar, wenn v unb <r feinen' $acto( gemetnfc^dftlic^ 

C* + JL) J2 + Z. (« + !.) . 
^4*«n, A^« .»^sA« »♦i^" •% vOi> f««W> 



ber jweptc %met Mefe« %t9twi« i^" • -^=1^"^ "^"^ 

'^ f!±f^ CT) Ä rl^ ' r^4^'^ 

jife^t werben. 3m jtoe^tcn gaße, »o bic 9Zennei: v unb a 
dnen gemeinfd[)afttic§en gactor entl^atten, ber bcp bem ein^ 
jeltteti S5rud()e md^t gel^oben tt>erben fann, ^z:(n> ar:f*f 

wb bw ^t^ö) ^ T - ^ i biefen tjp 3^&I^« wt^b Slenncr 

iUiöffaUi ffil()reny mitl&in, benfelbenvfn bni^en gelben/ auf 

(—7-7 — ) jutficRommen, unb aKbann nur foüiel üer^i 

f<^iebe»e SBettife barbirtett, aK fnf (gfnl&eit^n b^t, fo böß 

in bfefcm gatte ber gattje Snbegriff berfelben burd(> iVnfx 

ottdebeutet »erben Urin. 2Cber eS wirb^ weit l^'*^:ri^^^ 

unbi^ — l"^j A** • r: 1 " ' rrA ''^ 

= 1^ fnf^ — iVnr, ga bejle^ alfb oricl^fur ibn bie 
nemlicbe Slefle^, unb eS ijl allgemein bewie^n/ baf bie gor^' 

m r in T 

mel A*" .A* = A** * boOfommen.ß&ltig fe^i wenn maii 
auJt ben generellen SSBertben ber gactpren bie be§ ^robuctJ 

dbjuletten beäbficbHgt, 'unb ^ag 'namentlich iVay/^iVsy 

(ETI) 

©iefe Siegel ffit bfe ÜRuftiV^ication wn ^otenjen mit 
jcbrot^nen e):|>0nenten atö öielbeutigen (Bxb^tn, fibrigend 
tJoRommw-allgemetn, ürfcrbert nur in einem fSaffe ttnr 

9 
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nd^cre SBcjHmmttng; mnn bU gartoren hird{> ibentif^e 2£tt»! 
brfirfe gegeben weiJb^m SR^^^ wtll ()iet barauf nid&tS an* 

fommt, bcr 83ruc^ — ouf feiner Keinjien ^Benennung ^e^, 
n 

unb ba8 9)robuct A\^y . A vTy — a»", i v w , i'^ W 
»erlangt werben* ^enft man ^d) ^ier bie. bepben gactoren 

-|Vuy att iUnti\6f, weil pc burd[> ibfntif^e 2txö)zn attits 

beutet ftnb, fo baß man alfo ts'^y . ivT^ — jivTy ja 
fefeen^pcf^ berechtigt bftft, fo ift offenbar^ baß- matt jwor 
ibre SSielbetttigfeit nic^t ^uf^ebt/ aber bie bed dnen %attpa 
an bie beS anbern binbet, fo bafl^ wenn für ben cinett fein 
erpet; hVOt^Ux, brftter SBertb genommen ijt, gfetc^jettig für 
ben anbern bie. nemlid^^en 3Bertl()e gewal^It werben muffen, 
mitbin iebeSmat fh^bucte ani ^^e^ gleichen gactoren, ober 
£luabrate ju @tanbe ifommem 9limt man (hingegen an, ia% 






aOgemeiner^ leber SEJertb beS erflen l^"-^, mit jebem be§ 
anbern multijjticirt werben fofl^ wobep bann bie Sbee, 
baß iebeS biefer ^robuctc ein i&ua3t)rat genannt werben 
burfe, unjiatt^aft wirb*, mitl&in in foI<|)em gatte niti^t 

l^~>' . i<^y zz i^~-^ gefegt werben barf , fo ijl biefeS 
eine jwepte, t)on jener erjlen ganjlid^ »erfcbiebene ÖorauS^ 
fe^ung* S^re SJefultate »erben nic^t immer jufammettfaöem 

2Bae bie crjic betrifft /wo man i^ » -/ erl&ÄIt, fo ifl fttwie^ 
flh^ baf biefer 3Cu§brurf nur bann n t)erfcl()iebene 5Bert^e 
gVbe, wenn ftcb bjer 3&blct 2/ gegen ben Senner u miifi 
J^ben f^ßt, im gegentbeUigen galle nur b^b fot^iel bnsgen 
.mc\>. aOoö ober ben jwepten anlangt/ -wo man leben Sßfft^ 
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ia |i|bn l^»^' ^it Kbcm M jwe^tm multipßdten fott, 
fo.t4nn eine lü^tt «rf}?run$li,d^e JBetrad^mng jeigcn, bap 
!bafau§ jcbeSmal n-t)erfe^iet>ene Sicfultate entfjjringen mfijfen.' 

$^H man f6) xiüt bie mt(ä)kUnm ®ert|ie, wefd^e bie 

gönn v^ 1 r: cos h ( sm J v - 1 annehmen fotim 

/ n V n «^ 

itf* ®K^bcr'^inc?,Si?ii&e,vfo barf . man bel^auj>ten:; baß bie^ 

feigen (BMßv , mnjni&m ^j:inptxn :^olgj^ , »lieber jum Soi^ 

((i^dn fbrnmen, wenn fie fdnwtlic^ mit irgenb einem unter 

<fcn?n ,mttlti})iicirt ,tt>etbw* ; e§:;fe¥f unbejiimmt, baS .i?« 

ntHi^ii i^en b«#icni3<!>. rti9kut^r, mm t>U übrigen multir 

iSrt^^ „©p ..iü bef AÄflemrtn?. ^^vtljbTtttf f|ir ba§ .^robua 

^a&±J^ + Arr^^(!MiMf) v.l. «u§ i^n^ 

^t WW ,|(fn^il)«'iö8er^«)biKte,\ wefi» mfin für m bi^ 
%fcWen. 0/ »i^s^ * H nn(^ ber ©rbnimg fel^t, ©o Ijl .^fonun^boa 

erffe ®Iieb, cos + ( sm > -/- 1, n>aS für y^i 

n V , n y 

iw^lctf war; alle, n)el<|)e Doti^ auf ba§ iiU folgten ytt)er5 
.>f»-iefet^ In ungelffcrtel: £)tbnung na^^ tem- etjlen. erfd^elne» 
mÄflen* '2(tt -ba^iemgev wa§ t>orI^t ba§ lefete war, unb 
«iir^cS iegt ba^ n--(k-i)u ijl, wirb pdj^ boö n-ku, vxiU 
^.baSjen^ge, »ö^^örl^er ba$ erfle wat, »ieber anfc^litfen, 
m&x ^ boran nodf) .ber^Srt)nun8 ba^ DOTlf^etige jwepte, britte, 
^0*^^X0., H§ jum i-iu»ianiidl)en,tpekl&cö-bie neue Sti'H)^ bu 
fd^^gen wirb» ©efete man alfo bie berfc^iebenen SSJertf^/ 

t*rf^ V^ i i^aben fann , im i^reife l^erum neben emanber, fo 
ilÄfte bre Steige ber |)robücte, welcif)e |erau§fom'men; votnn 
"0» mit etnm bon i^neir, bem iün, ffe äffe ntuftiplidren 
itUHt, fögkid(> baburdl) erbauen n>erben^ wenn tn^n bem kten 
ittile beS 0{jingeS ben 2(nfang mad^te,. unb nuri/ in ber 

9) 2 
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t)otfflcn iDrtnting, in btmfclben ^^cmmgingc / WS man aöf 
im Anfang gurfirfgefommen wäre* Unfehlbar ifl offo^ We 
gactorctt M »ieftcutfg, «bcr in bicfer |)in|i4)t ganj iinafc* 

^anflig t)Ott dnanbcrflcbac^^t, Vi^Vi, fofem eS <iuf 8S<rfc^ies 
benl&eit ber baruntcr enthaltenen ÄuSbrfirfe anfomi^t^ Ibentifc^ 

SMefer ®afe, ffi« jwe^ fol^e gactoren bewiefen, gilt wn 
(fftfl für jebe nbc^ fo große Xnja^I betfeften. Wtan bfirpe 

älfo fagen: SBitnn ber gartoren, jeber = i^ » ^^ an 3a1)l n 
firib, )unb man l^r ^robuct untet ber ISörauSfefeung berec^ 
nen fott, baß bie fBleWeutfgfeften ber tJactorcn, nngea^fet 
ieber toon i^nen im Älgemrinett burd^ bapbe Sefd^en attiti 
beutet ijl, io6Uig unöb^ängig t)on einanber ftnb, ,unb bep 
iebem, o()ne auf bie anbern Stfictfiti^t 511 nel^men, fpectalifbf 
werben f6nnen, fo ift bie Jtnjabl ber tinter ber Jtnbeutunj 
i^x^i $robuct§ entl^atunm einjetoen Sßertl^e allemal n, tinb 

fte finb tinter bem ©d^ema i^^ y enthalten, aber bann barf 
man t>ai ^robuct im ^tUgemeinen fjrine 9)oten| nennen, unb 
mit bem 3eic|ien einer folö^m belegen. SSill man aber mttet 
ben S^^ctoren in ber Z^at in jebem einzelnen S^^lle ibentifcbe 
3a^len toerjlel&n , tt)obe9 jeber i>ielbetitig bleiben famt, 
nur baß fortwclbwnb bie SSielbeutigfeit aller auf gldc^^e 
SBJeife f})ecialifirt »erbe^fo barf man iaS |)robutt burcji 

l^"-^ =1^ « ^ bejeid&nenj e8 wirb aber bann nie ®wa8 
anberS aK 1 werben fSnnem ' 

Wlan wirb fiber^aupt bep !ßhilti)9licat^tten t)on ^aOet^en) 
Utm SSielbeutigfeit but^ ein ibentifcbe§ 2eid)m audgebr&tft 
Ift, 20 entfdS^eiben l^aben, in wel^iet $Boratt«fe|tin^t «&#^t^ 



i 



# i^nt geg^nfeitigen^l^^nsidfdt, fofetn fle ftd() ft)ecia(tfti:en, 
fßKi^üU mxien fett; :in iebent antem SaUe ^elbarf ed folc^et 

3.- S>U jwe^f* ^w^fregel bcr . 9)oten5cnre#ung 

A''jA*~ A" * tebatf nad^ ber obigen Sßcttaä)tnni 
feinet Sewdfied mel^C; ttm i^xt Q^ültiQUit 'aix^ auf bie ^ 

WÄeö 2fu§bru(fe Av » ^ : AV»-/ r: Av n $ / jy erttrctfen* 

JDewi ber ©afe, bof Av"^>^,A^Ty ~ A^"" "^"^-^ fe?, fft 
oudS) fk ben gatt, n>o ber eit?? obct anbrc be« gebrod^encn 
IJ&^onenteti mgatio »dce, barget^ari^ iinb bIcS ble 3Cenb<3 
xmi »0 «^<^« P^^ + ^ fubjiituirt — r^ bringt biV 2Cufi 

^ AW'.A^"«"'^ auf bie AS^^ti^) JlH:^(f, 

. ©Inb SJiDibenb unb ©iöffor ib^ntifd&.bejeici&n.eff fofem 
e§ auf SSielbeutigfcit anfommti fo »irb auc^ l&icr eine an^ 
bqwettiac öejiitnmunfl etforbcrti um tin ftcj&erea Siefultot ju 

gwiniKn* l^»^;i^'S^>'^ wirfeMolf 1 beb«^tfni. »eijn bie 
S$ie(beuttg!etfen von ^iioibenb^ unb IMtoifo): ibentif^ im Sin« 

ie^W fepn füllen; e« wirb l^"*-^ ^/lUx^ fSnnen, wenn iene 
aß <»Dlffommen unablS^angig.&on einanber ^^^i^i wetben. 

©elbjl in \izn Saffe, wo bie ?)of engen mit gebrod&enem ep 
l^ott^nten ^ welche buw^ üRurti})Ucaticn ober ©iüifton oerbunben 
»etbenfoUen, t)erf4)iebene SJurjefn baben, wfirbeln^infi4)t ber 
Sielbeueigfeit inill^nenanb in Unrein Se^jftatb^ obige S3et(a#eung 

Üitfitom b*en«n^ A W , BW r: A^ ; b"^ ♦ 1^« -^ • l W 
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zu A^ .B* .i<^^^) , uttb eben fo A^^) :n<^ 

( tV 



m q 
n 



= A %(A fid^, aB DSllIg -julaffi^ , fofcrn A" aK öieltcu? 
tig \ii\i<i,^Ui werten füK^-Won bep !fc)er Unterfud^ung übet 
bfe attgemeine SBebcutung ber ^otenjen mit gebrod^cncn (Spf 
jjonenten bargetl^art, Sp m rr f.^, b ::: f^y, fo^ebjcutet 

A^" foDkl oIS A"" ..iN^. ©dQ WefeS jut qten ?)otem 

erhoben toevtien, unb txäon^ man fHüA S&ztScii , \i\z V" . 
^«ben finnte, fo »i«4>, faltö.v rr gti, unb q = gqftlpt 

foHte, r ' ^ = r '^ =! l^«'^, unb atfo A^»^ = A" 

(I) • ^ (^) :.. 

.1*-»^ feijtt. Jfbct 1^ " ^ , fofeot «8 auf SBIelbeutiafeit »^ 

3CK§bru(fS anfommt; tpciK — ; bcrJtnnal^mtgemÄß, *f ^^^ 
r: ^^ wo Sanier unb SRennet feinen gactor weiter gemein 

^aben, iji glcic^faDS 1^"''. 5Rit^infliItbic0teacr: VA^"^/ 

= 'A^"^ unbibmgt. 

4, X)k vitxtt ^w^txtQü btt^oteitionecitnung: V^vA'J 
:=: A"' Uft |t(^ ^M(^a{B 4n Skjiel^und auf bie ISieibM« 



%lrtt hex .f)i)tenjei^ mit itbtf>dftnm &}fmmUn M * mU^ 
t^üigt gültig ttad^weifcn. 

* ' ' ' }ti 
2)a|l — auf bcr fleinflcn SSmennmi ftel&e; ou4 m un6 

n feinen Factor. gemein l()aben/ toiiA man t^orau^fel^en bur^ 
f^/ ha e^f ol^ne bie SSielbeuttgfeit folc^er SCu^bru^e ^nafi 
fiikm, immer an il^nen bemcrfjledigt toerben fatm. iRun 

ip Avwy ~ A"^ , iVlT^ — A" ♦ iv^y = A» . 

Sn bfefem ^tuäbnicte foß man ^r h äffe ganje Salb- 
tet Don o bis an n feigen. Unb tS ^»itb fernet öeriangt, 
^ au8 iebem efnaelnen SBert^^e^ ben er baburdS> angenom^ 
mett f)at, bie SBurjel beä rten ©rabeä gejcflen pzxU. ©es 
fcbel^e biefed unbeftimmt am hm Sktt^t. & ifl aber bie 
Mmuite @tuftbregel ber. allgemeinen SBiurielaitSitel^ung/ baß 
tmm, um aße SlefuKate für bk SBurjelauSjie^ung beö rten 
SrabeS ju erl^alten ^ nur ben fjunbamentatoertlj) berfelben. ju 

ftw^n; unb il^n mit V"! ju mnto>Iiciren l^t Ser gunbamen^ 
4aiHp!fy für bie SBurjel beS rt«n ©rabe§ auö, ienepi %üh 

bitl* ijl A'" Teds —.^2 7t + rsiii iL • o^ > V- ll 

7 k 

JSefer olfo m&^U mit V^i r: cos — 2zr 

+ rsin— <»2?f\ aT- 1 (wo für k olle gauje Ba1)lm 

Wtt o Kä an r gefefet »erben börfkn) mutti^lictrt werben» . 
'^'^aS '?)tobuct gibt' 
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barbietet, unb ob et nic^i Deremfa^^t iDetben iann« r-n. 
©ic ctttfle^tt alle auS ben SBSert^erii weldjie bie IJom 
^ annimt, tnbem man in biefet für h'äOe 8<^tjje 

3al;(en t)on o bi§ an n, für k alle Don oibiS an r fe^t 
©ie ©efammtjabl bon biefcn witb alfo rn fepn/ ' 

3töe SBert^e ber gorm —^21^ — ^ werben t)erfcl(>febett DWt 

einanber feijn. ' ©enn »ottfe . man ein geärtberttS h iutd) 
h + f}, ein geinberte* t burc^ t — f anbeuten, nnb an? 

,<»■„«■, .« Um. >±+^^h+l±±=Ih f„„, I. 
rn rn 

würbe barauä folgen, bap ^ rr f n fe^n muffe, W)elc|ie6, b« 

b burc^auS unter n bleiben foQ, nic^t m5gli^ t{l. 

Seber. ©erfl^ t)Dn "^ ift not^wenbtg ein ^*te 

JBruc^, benn foHte er fein echter S5ru^, miti)in entweber zz 
ober > 1 fepn, fo wäre h + tn ir ober S> rn, mitist« 
li = ober grSfler aK (r — lL)n, ba aber Ii immer fieinfr 
M n, bingegen (r — t)n jeberjeit ein }>ofttit?eS SSielfac^K* 
t)on n bebeutet, fo würbe tin SBiberfj>rucb borl^anben fepn, 
fobalb eine folc|ie gegent^eilige 3(nna^me. gemacht wiht<- 

Sterben folglidS> in ber gorm — i-^ ffij h aDmäjig alle 

rn 

ganje Bohlen t>on o bi$ an a,. ^t k alle t)on o hli an^ 

gefeit, fo entf})ringen auö ibr lauter ecbte IBruc^e, ber 3# 

na^ rn, beren Bi^ler bur(baud t)erfc^ieben warben, mithin 

alle ec^te Ißrucf^e^ bie unter bem SHtxmn m m&glic^.fM^* 

aSan ^tte alfo, wod («^ «i» l^r ctteitfcft,. ikmm:»^ 

ba8 Schema — anbeufen bfirfen , unter ber SStbIngung/ 

baf für 1 alle gan^ Sa^^ti Don o bis an rn gefehlt t^^ 
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Mto^ 2>ex imaginire 9actot im ZtObimd ^ 9^^mtö 

»ftrtc aßbatttt cos f- ( sm ) v - 1 gewot^ 

bm fcpn^ welches offenbar ben Jfuäbrutf für i^ben SBertiö t>Q^ 

/i barbietet, fo bafi: 

y-VA^**-^-/ n A^'.ivW gcfuitben ijl* 

Awy — A^*i^"^, bted offenbat tbentif# boffelbe ges 
bea* ® bebarf wol&I faum einer SSemerfungi baß auc^> 

bann, wenn an bem anfangtid&en 5fnfal^e jber Srud^ — nid&t 

öuf feiner fleinffen SSenennung geffanben, ober bep feiner 
SHbifion bur4) r ein S^ilzn gemcinfcbaftlic^el: fjactören mSg^ 
Heb gewefen »dre^ biefeä auf bie ©nbformel obnc oSkiyx ©in^ 
|«f geblieben \^xi »ürbe. J&dtten m unb n einen gactor 

f gemefn ftel^abf, m r: f/^, n r^ fr; fo würbe A^'*>' 

mir V tjerfd^iebenc S33ertl|>e, angebeutet burc& A^* ^geben. 
^tfen ferner r unb fjb mm geraei^fcbaftlidöen ga^tor « 



\ 



vim 



entgolten, mg.r unb ^rrg^m, fo »urbe V^ 

nur rv berf^iebene SBertbe, angejeigt burd^ A^t^^onne^aien 

{iiinei& ®er 2tuSbru<f A^"'^ tebujirt ji(|> Don felbfl auf 
bft* 9?enittdE>e, mnn fein ßr})onent, wie eä obne Sinfluf 
«ttf feine SSielbeuögleit gcfc^e^n fann, ben fleinf[c|n 2Cu^ 
bntcf annimt 
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baf aud unmittelbarer Serbinbung ber britten unb \>ittim 
JBegel^ in Ibrem gegenwärtigen Umfange ^ anc^, ber ®c*; 

VAW^y ^^-^ = Av W entfrringt 



ttttb fo ftnb bi€ J&au})(regeln ber ?)otenjcnre(l(^ttuftg, bft. 
be? tbrer elementarifcbcn 2tbteitung für ^otenjen mit g«^ 
brodfjenen Qxpontnun nur in bem %aU, wo biefe eine reelle 
yofttitoe unjwepbeutige BoX)l angeigen , atö g&ttig bewiefe» 
werben I gu D&Qig allgemeinen erhoben, wti) aKbann ttnfebt 
bar^ richtig ju nennen > wenn foI(ii)e ^otengen afö t)ictbeutige 
Xudbrude betrad^tet werben, beren oielbeutigeS Stefultat in 
aSgemeiner Formel auSgefprod^Kn werben folL 



Umbilbung enttoifelter {formen burd^ @tt(f}itttttQm 



& fjl oft ber %aU, wenn ber SBertti eiper ®r6ge bnn^ 
einen eritwIcEelten aritbmetifcl^en 2tu8bru(f t)erm6ge einer am 
bem ^argeflebt werben ^oU, ba^ ftd(^ biefer Sorberung niö^t 
unmittelbar ©enuge leijlcn Id^t- 2Me erfte ©rofie wirb burc^ 
eine gewiffe .britte^ y burcb z gegeben* SRan fann fie folg^ 
ßc^ tjermoge ber t)orl^ergelS)enben 8e|)ren, in eine na(l() ?>otcm 
Jen tDOtt biefer britten, z, fo«tfc|)reitenbe gorm entwicfeto* 
S)ie abritte felbft wii^ imd) bie gwe^te/ 2 burcf^ x, atiSge» 
br&cft* SRan Fann alfo audb für [xe, z, eine nad^ 9>oteniei« 
wn X fortfd[)reitenbe Steibe befommen* . €& iji aföbann a({i» 
no^^ notbwenbig, bie evße. 9Uibe f&r y, wel(|»e ^Unißi 
t)on,z entbolt.^ ju nei^men, in iebem i^nx 6Kieber ben SSert^ 
t)cn £, weld^en bie gwe^te Sfi^c. bar(tefit, ^u fubfNtttimv 
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tmb cSk »cftiltate in eine €umme jufammengujtel&n. SHj? 
tm^ #nt)et ^, xoh terlattgt toutbe; y unmmlbax uaäf 
|)Älmjen »on x cntwWelt. < 

35ic 2frbeit ttJiA mu^am fe^n^ aber lcb^IidS> auf bfc 3fn? 
»cnbung be« |>ofpnomifcl()en XcM^fe^^ jurüdffommem (Sic 
i^ nur bann einer Sufammenjieljffing fa^ig, wenn iU gege^ 
benen IRei^en fb bej^affen ftnb, bafi auö bec ©ubflitiition 
ber einen in bit anbre eine britte mit rcgcrmagig fortf^rei^ 
teibefi' fi»pMenten emmt^t äßfr l^ben üor aUen ©ingen 
^' mtterfud^en^ tpann unb unter tpel^^en j&ebfngnngen bie:: 
fßr^ eintreten wirb* , ' / 

* 6e fep alfo, in t)6Öiger Unbej!immtl()eit aller . Seidfien 

y = A2« + Az« + **. + Az« + ^^" 

Uttb ebenfo ' 

Verlangt man y \)üxä)'X entwüelt bargefteßt, fo muf man 
We 8ici^e für y nel^men, in iebem V)ut ©lieber, ftatt z fei^ 
neu aßertl^; wie i^n, bie jwepte Stellte barbietet, fubjiftniren/ 
iai Stefuttat jcber ©ubßitution burc^ b^n )>ol9nomifc|Kn 
£0rfal^ ^ntwidfcln, unb alle baburc^ aUmalig entflanbene 
Sormen am Snbe inline @umme iu{ai;nmeniiebn. 

^ Kun ift befannt , bafi iebe ^otenj einer gorm , wie 

^ z = Bx*4- Bx^ "*" ♦• , in 3tbfi^t auf bie @y^)önenfeh 
in UnJuwS(i\)m ©liebern i^reS berechneten SBcrt^S ber^ 
fdben ?)rogref}ion, wie bie ©runbform z fclbft, folgen muf* 

3fber bie QxptmnUn ber 2(nfangSgIieber werben in tjcrs 
fc^iebenen* §>ötenjen ton z loerfc^ieben feijn* 3Ritt)in wirb^ 
man feine6wegc§ im ^fUgemeinen -»beliau^ten bfirfenv ba|l 
Wf^iebene |)otenjen \>t>n z Sleiben geben mfiffen, bep be^ 
Jte«, f6r jebe« ©lieb ber einen, ein mit gteid(^em gyponen^ 
trt wrfel|efte8 ©lieb ber anbern gefunben werben fann, wet 
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iia f(6) im ttttAf bwt^ toitM^ Tfbhition mit t^m w» 

für y^ patt « feinen SBertf), b, 6. fefec in Az für z bte je^ 
g^bene !Ketl^e« €ft eitt{!€l()t eine neuci bte im ^CnfangSgliebe 

x"; aCfiemein, im. Jx.« «a* it.m x"» + '^'* entlaß« 
tpirb. 9?^an nel&me ferner itubeßimmt baS rte (SUeb ber 

Keitie für y, rr Az" + '*, unb unterjiel^e ed bet nenilij 
il^en ©ubftitutiom @9 ^ntßelfit oud il()r eine neue 9td^d/ bie 

mitx^*"*"*' anl()ebett| «nb burdf) erjjonenten, bie cXh 
mdfig immet um A grofcr werben, fortlaufen »irb. Collen 
bie ©lieber ber lefeten SJei^e mit bynen ber erjien in »urf- 
lic^e fBeremiäung treten, fo muß e^ unter fcen ©fiebern bei 
crjien irgenb eineS, unbeftimmt ba§ hte, geben, )a>dd)ei mit 
bem ÄnfangSgliebe ber lefeten gleiclj^en er|)onenteii bejT|t. 
2)ena ba übrigens bie ?)rogref|ioit ber Qxpomxitm in bepbert 
Sidf)tn biefelbc iff, fo »erben dSbann bie iiac|)fofgettben 
©lieber in flauen burd&au« gleiche/ Int gegent^ettigen goBt 
über burd^au* berftdjitebene (&ponenten beftften, mithin alös 
b«nit an gar feine eigentfid^e JBereinignng ber bepben Sleil^en 
ju bettfen fepm (88 mu^ affa, fall* matt 'eine fordete bte 
langt, m8gK4^ fepn «a 4- hd :r aa + ar J gv fe|en, f^ 
baf b. irgenb eine gan$«. pQ^tint &a^l fe^n latm; b« (). e$ 

mu$ "T* ^'^fi^^^ e(ne>of{tib^ 3aM« ö^^'^ »«'^^ f^rjer, bar 

eine unbejlimmte' ganje SabI bebeutet, e9 mu^ -— • irgenb 

u 

eine ganje t)o{ttibe Sal^t/ mitlitt, menn mir snter ra eiiu 
fotdbc Derjtel^n, e* mufi — p- jr ni, ober i — — ^ fepn* 

($d mirb alfo nur ber Sa0# bey ber ^ntivicßimg bm^ 
^ubjiitutie^n. , eiitfr äufpntmmii^ng beft 8{eftitt«IS, «nb 
einer JDwfieQuPd beffelben bw»!^ eine Stelle, i^trin W Cr 
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tnmetftm dtte atitf^tnrttf^K 9rDgref|!oik itsbc^iti, fi^§ 
im, i^ tpcl^l^cm bit bcijtm geg^mcn SRd^ctij faß» d, «, trf^ 
Yoidfä^i^^e ®tb^m, m über dtte ^an^e j)o{tti^ Qafyl UUum 
Ut, \>U folgend Sorm i)obtn: 

j;-A2ß+ Az»+*.. + A2« + ^* + .^ 

2C($bami toirt) miS ber (Subjtitutfon eine neue kel^e ffit. 
y entfielen, ^e im Xnfan^gltebe a« tntl^ift/ unb in «9eU|^er 

bie ßxponenten regelmaf ig um *- ^ junel^imen. 
> 
Sn blefer ÄHgemeinl^^it ber Somen «ber wflrbe bie xoüiXs 
lifS^t iBered^nung t>er (Socfpjicntcn wenig JBrau^arfdt wnb 
Sntereffe gewahren. SEBir tpoücn ^Ifo ^u etwa« paxticuüxmn 
UHm fortfd()reitem 

0ott, be9 ber Snbifitntion beS tRevtf)i »oti z,^ in bie 
Sftifte ffir:y> ejn .regelmäßige* äüfÄmmenffitgen ber IRei^en^ 
bie.auj.ben fticcefftt)cii Slkbem wn 7 enf(ie|n, erfolgen,. 
f<)i bdfl ba« 7(nfang«glieb ber jwe^ten fid) fbglei4^ mitJbeiit; 
erften ®Iiebe nad^.bem anfingli^en in ber erjien, affgemein, 
ba5 2Cnfang§gIieb ber rten SJeilje mit bem ruA ©Hebe ber ets 
jlen butd() YouriliU^z Äbbition t)ereinigen laßt; fo mu^ rd r^ 
artf; mitbin d n a J fcpn, mithin bie bepben gegebenen 
8?d|ien folgettbe ^oM beftfeen: 

yx Aa^ + A«« + *,.4*Az« + '^ 

« = Bx« + ]&x^ + *^.^Bx« + **'* 

Sir wollin bep biefem ^aUc Detweifen, itm bie 6oefftiienten^ 
bfPlmmting fkt ba« 9iefii{tat^ gan| im Xagerndnen, auf i^re 
fii^l gumc^l^ringen. 

' '^Ux wirb idiberV vmt ®ei«ittfHgfett jü ^rmdben,. dHif- 
»ffejttttg Vtt SSejdl^nung ttot^VbeitWgv' «J^fm dtre »lei^Ji^ 
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wU jefet We fär z, ju fuccefjtt) t>«#iebmen Dotettjen er|i0j 
bcit werben foH, fo ift<SWe fürjcpe 2frt, nii)t aBein t|re 
ßoefpji^nten,. fonbern au4) bie oUer ij^ret ^otenjcn burc^ bttS 
nemlic^e 3eidt)en , etwa Z^ anjubeuten. gin ukraefcftri^ 
ner Snbejc fann bie 3a|)I beS ßocfpiienten j ein auf ber fin^ 
len ©eite aufwärts bcpgcfefeter Sjfjjonent h^n (ätab ict ?d5 
Uni, »rf^er ber Goefpäient gcl&pren fott; biftimmn. 2Me 
ganjc SSejclc^nung iji ber für SSinomialcoeffijienten t)oK^ 
fommen analog. @o würbe alfo 

2i n^Zx« + iZx* + **/. + 'Zx^ + 'a* 

*unb alljsemein 

SJJit tiefer SSejcic^niing au^gerfiftef, werben wir leidet bai 
Slefuttaf ber ganjcn ©iibjlitution in tj^fliger ÄKgemeinlieit 
barpeßen f6nnen» 

S)ic refultirenbe Steige beginnt, wie wir wiflfen , mit x^^ 

«nb ^at tn^ il^rem tun ®Hebe x . fjragen wir affo 

mä) bem Soefpsiinten , weld^en biefeS rte ßRieb befommeft 
wirb. 

Wtan fefet aHmalig bep ber ©nbftitution ' in jebe« ©lieb 
bc§ 2Bert^ t>on y, für bie ^ötenj t)on z, welche eS entbaft, 
bie gcbübrenbe Steige, Solange bie 3a^I ejne§ foIc|;en (Sfie^ 
beS fieiner i(l afö r/ l^ebt bie auS i^m entfprii^genbe S^teibe 
mit einem ©iicbe an, xoüä)t^ einen niebrigeren ßrponcnten 
aB aa + ratf enthalt, mnß.affo jn folgenben ©liebem 
fortgefcfet werben, ^ bi§ iiä) in i^r ein .©lieb mit biefem ^rpo^ 
nenten jeigt, gibt . alfo gewif "einen S&eil |)er,. welcher in 
^aa + raj^^^^.^.^ ift ©obalb aber bie Sa^-be* 
@li«b«äi/in bem SBertl^e twn y grSfer ijl-aß r, i^ebt bie oöS 
i^ bur^ @iibft{tution entf|)ringenbe Stti^ mit einer ^hl^ 
ren ^ten} t>on x a(^ bie t>orI|egenbe an; e$ (onn atfo^ovi 



Wifen ®w*ern niö^ gejogen warben ^ »aä in Me jel^ 3^ 
|a^e @umme gel^orte* @d. nrirb alfo ber Qoe^iknt ju 

X ~ ' in 0icfuttafe bcr ©ubjiitution eine jufammen^: 
j^e ®t6|e^ beten kt« S^eil entpe^t, wenn man baö kte 

«(ieb fcer «ei^c ffir y, b- b* A^« + ^^, nirntj in i^nv 
$1 z \^mn SBktOf, b. b« bie |>otenj be8 ©robeS a. + k* 

»Ott ber 0iei]&?^z = Bx» + Bx^ + «*. . fc^t, unb bafe 

iienige ®fieb biefet (Sntwitflung ^ in n^eld^em x^^ "** '^ 

enthalten ijl, ^erau^l^ebt 

SRun fangt biefe, julcfet geforberte ?)otenj ber Stcil^e z ' 
• 1 n 

mit /** "^ ^ an; e^ ip alfo ba§ ©Heb t)on i^r, beflen 

3a|I rrk tji; toilt^t^ Qian auf i^r iu nehmen })aicn toixi, 

..w. . .c f V. cn * a» + ka^+(r.k)aJ 

»eil bie m ibm t^orfommenbe ^otcnj x • 

A /v I r fl /j 

r:x fe^tt «Htb. ©ein Söefjläient ijl, nadS^.unfrer 

rjten S5ejei(3()nun9 « + J^cJ'Z; er alfo, mit bem 
gftctot multiplicirt, weld&en biefe ?)otcnj t)on z, worauf er 
^erDorgeboben würbe ^ in ber JRcibc für y ful^rte, i.f).mt 

^, gibt ben kun Ä^eil be§ ßoeffijienten ju x^« + rac^^ 

Wdier Ooefpiient alfo bör^ « ..r 2 (A.» + *^<^ Z) 
.•oit^ebructt toerben {ann. 
; ^ 6$ tDurbe Icidi^t fe^n , biefen allgemeinen 2(uSbrud in 
einen combinatorifcben «mjufefeen, ba in if)m nur einjelne 
'C^efßiienten au§ beftimmten ^otenjen ber SSeil^e, woburc^ 
ber SSSertl^ ber ©rege z gegeben tfl^ t)erlangt werben« Sa 
'mbeffen in biefcr Mgemdnbeit feine äufammenjtcbung beS 
j9ftii}eii 2(u&bru(l$ m5glid^ ift, fo f)at eine fo{d[^e fernere 3u^ 
lifcff&^ruttg wenig Snterefie* @o»irf ober mag im 2CHg<mei« 
4^ abfbfoi^rt u^erbcn^ b^piebvr Socfftaienl ber üteil^, wel(^ 
entfi^ringt^ wenn man in ' * . 



.!( 
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für bic ©to^e 2 bcn SBm^ . 

zrr Zx* + Zx^+ö*.. + Zx« + "*-[. _ 

fubjlttuirti ju feinet S3tlbting gerate fi) t)tele t>ott ben So# 
jienten bet bebten gegebenen dlei^en gebraucht, al6 fein ei< 
gener Stibtx ©n^ten cntf)ilt 2)er ru (Soeffi^ient liefet 

Steige jjl; ttrfe eben ^efiinben; «..t ^(A.^ + '-^Z)* 

Dffenbor ölfo, wenn' in ibm, tpie er »erlangt, für k aUt 

aSertbe t)Ott o biS r gefegt toerben, gibt er erflli^^ in feinen 

/ einzelnen X^tiUn aQe Soefftjienten ber erflen Slti^t loon A 

■X 

biä A* @r forbejrt aber aujjcrbem , in bem iXo^i^Un gactor 

a-^hS'x^ t)on gewtffett ^tenj«i btt dtä^t ffir «/ tim 
jelne ^oefftjienten^ unb 2n)ar t>on einer tinter t^nen ben 
rte« , t)cn ben anbern J)ingegeti ßoefftjienten geringerer 
3obI* 9{ftn aber ifi eS au8 bem SSorl^erge^enben befonnt^ 
baß^ »elc|)e8 au4) ber (Srpenent ber ^otenj fepn mJgei 
worauf eine beliebige Sleil^e erl^oben werben foll, jieber ßoefjp^ 
jient ber 9)otenj nur fp üiele un ben erjten ber ©runbrei^« 
ju feiner äufammenfefeung forbert, afö feine eigne Ba})l ditti 

t)eiten mUlt* €S mag ölfo ber 2CuSbrucf «^ + ^*Z, 
ftulc^ @))eciäliftrung ton k, tim 93eb^tung annehmen; 
ml6}i man voiü^ fo wirb boc^ aUernal ©wa6 in i1}m gefor* 
bert, waft, aß goeffigient einer ^otenj ton ber Slei^ie fnr z, 
Deffen Ba(^( nf^t &ber r l^inau§gef)tt fann, üu^ nur aa» 
itn «rfhn r ßoefpjiettten eben biefer 9taf)z für 2 aufamme» 
g^^t fei^n wirb. €8 ifi alfo offenbar, baß in bem janjen 
Zuebnttff beS rten @oefftstentcn ber Bleibe, wef<|)e aiiS bit 
CMbfHtutioti entf^ringt/ nur. fpt>{e(e ton Unin ber beybm 
gegebenen dleil^en torPommen^ afö feine Bol&I ©nb^iten in 
fl# f«^t 9BiIf tnim; notf) etttad genauer in bie Si(buQg 
iiefe« fioeffijienten dngelfienb, fragen, auf welcf^e SSSeife in 
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Wjug^wcife Uixad)Ut, t>Oi:Eonvow;,^ \9 km Uiä^t W UnU . 
mtt gefunbctj werben : bcpbe nur auf bie er|i^ ^otenj er^: 
J)oben» 5Bon ber JReil^e \ux j ergibt ftd^ bjc§ auf bcn erjlcn 

Mi« a«6 ber gotmel <>--'2'(A\^ + ^*Z), benn jeber 
%er Soefftjienten wirb nur einäcrh; mit einem gactor, ber 
<m§ ber jwepten SReii^c fiir z genommen i^, muWpIicirt; ge= 
fefet SSoHenb^^ wejin Ilzzi-, wie ^ier angenommen wer? 

ixh mlif, wirb* ber gactor neben A einfadj) genug. « + r*z 

tz "T~ Tu' 

;r Z ' ; €* crfcbtint alfo ber rte ßoeffijient ber erfUn ^ 



tibe mit mit einer bestimmten ^otenj ijont 2Cnfangacoefffe 

' fernen ber ^ixiot)^Un m.ultiplicirt* SSon ber Stdfyc für z ij} 

tijd 9lfmK^ nkbt fdbwerrju beweifen*; 2)ie gormef entb^It^ 

mn fe|« für k, w(fä man Witt, nur einen Äbeil, .in wet 

%»; &ei: rte e^ffijjient be« Dtei^e für z tjorfommen fann» 

r 

es i|t ber aüererffe, für k ir o, wo fie fi^ in A.^Z m^ 
»ftnbelt ^inn man aber eine Steige wie z'zz Zx» 

+.Zx^ +»*.. + Zx» + ^'«^, auf eine beliebige ^oteni, 
^irr^bc^ ®rabe§ «/erbebt, mtb beren rte? ©lieb üerfangt, 
fb gibt e6 in ber Sleibe ber ^obucte^' worauf ffd[^ beffen 

r 

^t^iM^i iuf^mmenfe^t, nur eine$, in welchem Z ^or$ 

forfiml unb jwar iP baffelbe aZ«"l.Z. e§ iß alfö. 

ft*A*^"^.Z b«t einjige ;^|>ctl tm rten goeffijienten b& 
(0^ ^m @ub|tituiren entf)>rungcn€n dt^if in wel4)em ben 
flt« (Soefftjient bcr^jwepten t>on ben für bie ©ubjlitution ge^ 
Selten 9iel|en ))orfommt. äSic weisen t)on biefer S3eme«t 
^ Im folgenbe^ @af)ite( fur.ein^ fel^r wi^ltige Unterfuc^ung 
Äfbwucb in(i4)en. 

li: aamn tö barouf anfommt, -tle ouS ber ©ubilitutfon 
«t(]?ringenbe Sieibe inbei)enbent entwidfelt ju erbalten, fo'ift- 



unfe^I^ beT/t)€vl(;{n Bettetene SSeg Ut ffirjefle miUt 
<|Uemj}e. @Dl(te man abet {|^re einjtlnen ®(t€ber aQmoIig 
feered^ncn, unt olfo bte €ocfPjkntett twfilbcn tecurrittn^ 
obldtcit/ fo ntßefit^ ein ehtfad^mS SSetfa^^rcn an bU ^aöb 
gcbcrt , wok9 jebcSmfll nt^^ wcikr aK ber binomifc^ Se^ips 
fctfe gebraud^f »erben tninj^U^ Um in ber Stetige: 

für bie ®r5^e z bie äSeil^t: 

ju fubjHtutren , ne^me man ben Snbegriff ftHer folgenben 
©Heber in ber.jwei^fen Steil^e juetjl aB eine einjige neue 
^anptQxh^^ an, fel^c alfo zr=B?t* + u^ S5iefe SiibfHtu^ 
tion, fogleic^ burd^ ben bfaomifd^ Sel^rfafe au6f&^r^ wkb 
eine neue Sorm l^ertjorbringen, bfe nad) ^otenjen bon n 
fortfd&reitenb georbnet werben mag. Sn f^r fefee man »ie« 
bet für «eine jwe^tlieilige ©roße, beren erfter Sl&eil bo^ 
»urflid^e erfte ©lieb ber JRei^e, bie burc^ u bejeic^net i% 
fepn mag, ber jwe^te l&ingegen ben Snbegriff aüer folgenben 

anbeufe: urrBx^ "*" ^ + v^. 2Cuf biefem SSSege fa^re man 
fort, bie ©lieber ber äRei^e ffir 2, eineS nad& bem onbetn, 
J&enjoriujiel&n, unb in bie entwitflung eintreten ju laffem 
®ie t)onftdnbige' 3(ble{tung biefe« S5erfa]^ren$ wirbe aber no4 
»iel weitrauftiger aB bie beS erflen, ausfallen mfiffen,, nnt> 
' eine mf)xe, aritl^metifcl()e Slecurjion jwifc^en ben ßoeffijienten 
be§ iRefultatS wfirbe bennod^ nid^t gefunben werben, fon^ 
bern fatt i^xtt eine Mof combinatorif4)e jwifc^en *en eim 
gelncii gönnen, wbur* fiö) jene ßoeffigienten anbeuten, 
fokmge ^an mibefKmmte Seiten gebraud(^t. @* »nag atfo 
genug fe^n, nur b«n gunbamentdlfa^ beS ganjen SScrf?** 
nni, weIctK« im @rwbe b^r binomifcl^e ge|)rfafe ifi, ju i<r 
g^moÄrtigm tb^^t auf bie be<rM^mjie ©epalt jurW^ 
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^ 9?an füU in einer Slefl^e^ We nad^ 9)otenacrt ümx g«« 
nriffeti ^auptgth^e 'förtgelS)t, jlatt biefcr S^aupt^tb^^, eine 
anlte, gwe^tl^nge fu^tiiten / unb baS Siefultat; tiocf^ ben 
f)rtenj«n beS jwe^ten Ä^ei» iit bci^ Ie(}tercn angeotbnet, bar^ 

jlcaen; (nbcr Steige: y= A2^ + A2« + *.r+ A2« + ^* 
fiatt 2 bie ©rofe Bx» + u. gs ifl in bicfem gaöevam 
bcquemjien, ttjcnn man für bcn 2Cnfang bcn erpcn Z^nl 
beä jwept^eiKgcn SBertl^S, »clc^^r jlatt bcr ^|)aupt.qrope ge- 
fegt »erben foU, bur^ iai Seichen biefer ©roj^e fetbjl ans 
beutet^ miii)in, ftatt für z ju feigen Ax^ + u/ anfangs bas 
fk z + u fubpituirt 69 berfte^t fic^, bäg atöbann naä)s 
1^ an bie ©teile beö 3eicl?enS z fein eigentlicher SSJert^, 
Ax», gefefet werben muf* 

fRan ne^m? alfo bie gegebene Sorm : y n A z« + A z«* + *. , 

+ Az" + ^*^. nnb fefee in \i)x an ben pafe »on z^ bie 
®r5gc z + u* Sebeä il&rer ©lieber intwiä^lt \x(i) in eine 
na^ ^Pt^njen »on u fortf4>reitenbe 3JeiI)e; unb aHe biefe 
Seilten, glei(^](^ol^e ©lieber t)on ibnen In eine ©umme jus 
{fimmengejcgen^ fteUtn baS ©efuc^te bar. 9lun aber iji e§ 
ft«§ bem binomifd()qi Se^rfafee befofint; ia^ bie fucceffioen 
©lieber ber entwidfelten 9)oteni eineS SBinomiumi, wie 
(« + u)«y in einer bestimmten S5ejief)iing jle,^n, fo baf e6 
fdc^t iji/ wenn man will, jebeS folgenbe aß abgeleitet au8 
im bor|)erge^enbett ju betrachtend 2)a8 rte ©rieb iener ©roße 
yitb m(in"i)^> (m-r4- i) 2'n-^u^; baä ndc^jie folgenbe 

1 T^i I ] .' r ' 

,r-J- j[te, m (m-1) ♦. (m-r -f- l)»(m-r).z™— Cr -m) ^r ^.i 

1.2..r.r+i ' 

fe^n» ©ie^t man bie ^tenjen toon u aW-^auptgr5fen, bo« 
Uifbrige aK beren ©oefftjienten an, fo ergibt ftc^ bie SKegett 
ttian mutti^)ltcfrc ben eoefftjienten beS neu ©liebea mit btth 
(Srabe ber *$oteni bon z, wetd^e er enthält, (m — r), t^etfe 
lingere biefe .^öt^nj felbfl im ©rabe iim eine €ml^e{t>> 
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a«'(»-»-^, unb ttoltire tnxt^ bfc 3oW bc« t>€rrai!gtett ®Be< 
brt/ r -f- 1, fo wirb man ben biefc*^ r + it« (SJttebc^ er^ 
|)alten. @oWen met^rere ^otensen t)on z + u> o» JJ^ft 
eincft jMfammcngcfc^ten JtuöbtucfS t)orl^anbcn fepn , fo gibt 
biß 2(nn)cnbung ber eben auSgefprodj^enen Siegel auf iebe t)on 
il^nen na^ ber SJeil^e, bie 9leid)lf)of)en ©Heber, weld^e; in 
bie nemndE)e ^otenj t)on u multi})lidrt, in ber 3!l)at in 
eine ©umme jufammengejogen werben muffen^ ßHan fc^ 
alfo bie QQ^ehmt Steige felbft, in weld&er, fhatt z, fubjütuirt 
werben fdll, z + uj fie ifi ba§ 2(nfan9§Iieb beö SiefultatS} 
man leite aixi U)x eine neue gorm ab, jebeS ®fieb mit fefj 
nem @rj?onenten muttipKdrenb , unb bann biefen/fofern et 
er}>onent bleibt, um eine ©in^eit terringernb; mm »erfahre 
mit bicfer gorm wieber Am fo, um auS i^r eine folgeribe 
ju erjeugen, unb bilbe übtt^aupt foldjjer, burcb ben nem& 
eben 2)?e^ani6mu§ fucceffit) aui einanber abgeleiteter görmen 
fot)ieIe, alä man ©lieber für ba§ JRefiiltat * ber ®u6fKtuti(m 
tjerlangt* SD?an ffige i|)nen nadf) ber ©rbnung bie fucceffl» 
t>en ^oten5en t)ön u , iixxä) ibre eignen '^ermtitationSjabfetr 
bit>ibirt, aB Sactoren bep, unb man erbdtt baS SJefuttot 
ber ©ubftitution in entwidfelter ©eftalt. ®o erbalt nun i» 
3eidS)en, bie !Kecl()nung fofgenbeS ^6)tma: 

+ [a Az^'i 4- (c + J-) A 2^ + ^'1 . . +fa + r(^j Az« + !:.^:^,3i 
+ [a{a-i)Az^^^..^(^a'\'t9).{a + x9-i)Az^^+ 

^ u. f» w. SBir woffen biefed fSerfabren bur^ eine eigen» 
tbumlid&e IBejeicbnung fejibaltem ©ne gorm^ bie nacbfJiM 
tenjen t)on z fortfcbreitet, ma% bur^ F (z) angebeutet »p 
ben« S)ie auS i()r abgeleitete, welche baburct) entfiebt, baf 
man jebeS ©lieb in ibr mit feinem ©r^Jonenten mu(tij>licirt^ 
unb ben ©rab ber 9>oieni \xxti eine ©nbeit t)errin8ett, burt^ 



— 245 ~ , ^ 

F».(2)5 bie iatani auf bie nemridS)e ©dfe abgeleitete burd^ 
F* (z) «. f* w» 3fföt)ann wirb M t>ie eben au^gefproc^ene 
%ri forgenbermaßerv in Seichen öuSbruden (äffen : 
F(z + u)rzF(2)-f F'(2).u + .F^(2). tt^4- F^(2)u» + ^^ 

1.2 1.2,3 

eigentKd() fiel()6rt, biefe Unterfuc^ung in einen befonbem 
l^eil ber JCnaIpp ; welcher bie JBenennurid ber 2)ifferen jen^ 
U(feitung ful)tt, «nb wo fie, unter tjeranberten ^Benennungen 
unbv äScieid^nungert , in i^rem ganjen Umfange au^gefu^rt 
»irb. ©ofern bie gornt; in wel^e für bie ^au))tgr6ße eine 
ttttie Sorm, bejiel&e biefe üud) nur fn einer jweptl^eiligen 
®r6fe, fubjiituirt wirb, felbfl fc^on entwi(felt tfi; M fm^ 
öj^ bi^ ©etracbtung feinen großen Umfang, fcnbent'fommt 
im SQBeftntlicben auf beit üorbin bargefieUten ©afe jururf* 
^er wenn man t)erlangt| baß in -einem 2(u6bruc!e, ber nod) 
unentwi^elt ijt, für bie ^au»)tgt6ße eine anbre jwevt^eiligc^ 
jg5fe|t, unb nun baa Siefultat in cfne JJteibe, bie nae^ ^o- 
tenjcn be§ jwepten S^eiK iener fubjütuirten jwc^tcn ©roße 
^x^ü}\, entwidelt bargcftellt werben foa, fo bietet fiel) ein 
jroßeB gelb neuer »etracbtungen bar* ^mn nun entjlel^t 
We grage, ob ni^t ber anfänglich gegebene Tfu^brucf felbjl 
«ttentwicEel; Meiben fann, fo baß bemungeacbtet bie ©ubilu 
ttttion in \\jm t)oBjogen werbe, unb bie gefudt)te, nad; ^os 
tcttjen ber bur4> bie ©ubjiitution b^bepgefu^rten neuen 
^u^tgroße fortf^reitcitbe JReibe bcruorgebe/ t^V e§ au^^ 
ba# bie ßoeffijientert berfelben al§ unentwicfelte 2(uSbrude 
erf(^einen. <S§ i|i ^ier nlc^t unfre 2Cbfi*t, biefe Unterfud^um 
gen, weld&e einem folgenben 3Cbfc^itte ber 2Cnalx)p tjorbe^ 
Hlttn bleiben, ferner auajufubten. Snbeffen mag/t^d» 
^^einjelne§ ä5et)fpiel; t^tö afö ein ©afe, welcher jur Äb^ 
lÄrjung einer gteid^ naä)f)ct ju fu^^renben Unterfud?ung be^ 
<^IfKc| fe^rt Unn, nw ein Sl^eorem auS jener Seigre « unb 
jip^bfS funbamentale, <)ier nodS) eine ©teile ftnben. 



J 
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@6 fcp eine Somt, bie ja einer tootgefd^tiebenen ^oten; 
crft er^ben werben foH, gegefcen : 

niittjin ba§ ju S5ered;nenbe, angebeutet: 

€^ Wirb pcrtanst; bie entwitffung ber ©ubjlitütion i)on 
z + u für z in bcr ®r6ße [F (z)]" ju madE^en, o]S)nc fic 
felbjl in entwitf citer ©cpalt \?orl}cr .fd[)on bercd^net ju ^akn. 

^m tann offenbar fc^on in/ ber gegebenen gorm felbfl, 
F (fe) bie ©ubjlitution tjoübringen* 2)aburdS> wirb auh \% 
t)erm0g€ biö üor^in bargejiellten 3Keci()aniSmu§^ eine M^, 
weld;e nad^ 9).otenjen t>on u fortfc^reitet: 
P(z) + F'(z).u + .F*(z).u» + ..F«^u'.. 



1.2. r 



Wlan "fjat alfo nur nod) biefe 3tcii)e 5U ber »erlangten nten 
§>otenj JU erl)eben; weld^eS tjermoge be§ befannten polpo^ 
4nifdS)en fiebrfafeeS gef(l^e]()n fann, unb ba6 JRefuItat ber ßnt- 
wicflung wirb in gefcfemapiger ©ejialt t)orl()anben fepm 

SSRan, \)attt aber aud) bie geforberte ?)oteni »on F (z) 
erjl beregnen, unb bann, in, jebem ©liebe ber baburd^ ent^ 
ftanbenen fRti^e, ffir z ben SBertijr z + u. feiert lonncn. 
SBepbe Siefultote muffen notl^wenbig ibentifd) fe^n , ^ glei(^- 
|^ol)e ©Heber in ^bepben affo bie nemKd)en Siefultafe genw^ 
ren* ®o wirb j. d., wa§ ju unfern nddl^jien 2lbftd^ten fybt' 
teici()t, ba§ erjie ©Heb ber' refultirenben %mn, auf bem eifert 
®ege gefud()t, wo alfo t)on [P(z) + F^(z).ii +_F»(z).u*»*> 

bä§ crfte ©Heb mä) itm anfanglic|)en genommen werben 

mu^ f 11 . [F (ä)] •* - 1. F ' (z) ♦ ü, hingegen chtn biefc§ ©M, 

*f bem jwe^tcn SEBege gefunben, wirb F'.[F(z)]"*iu ß 

:af ölfö bflvauä, baß ii[P(z)]«-» .F»(z) rr F [F(2)^ 
.n £ct)rrafe , bcr folgenbermaßen au§gebrfiÄ werben fäntt. 



^ 



e« fep ewe fceO«6ig«IRei]^e; 
F(«)=Z2« + Z2" + <^+ Z2«+2*..+Z2» + '<^..- 

fP(2)p = »Zz»^« + »Z2»« + <^ + ,. + nZ2n».+ rjj ^^ 
«ob cöenfo %e (a-l)«: 

»-1 Z2(n-l)«' + 2*,.4,nn-iZ2('^-l)« + >^*.. 

Wim nei&me »on bei 9Jell)e felbft, t>te obaelettrte Sotm, amalf 

nF*(2) = naZz"'*^ + n(« + ä), > 

Z2« + *-i.. + n(a + r(y).Z2« + '<^-*. 
S^r ^robuct, mit t>er (ri-i)ttn $o*cng ber 9Jeil^e felbft «tut 
ti)9(tcttt, muß genau bie abgeleitete §orm l^eroorbringeir/ 
»eidje au6 ber enfroicEeften nte« |)otenj ber SJetl^)« fefbP 

gejj^en »erben fann, b. I[). no."Z2 

66 wirb alfo au8 ben beipben goctoren: 

IP(2)J"-» = n-»Z2(Q-l)« + .. »-t Zz(n-1)« + r^ 

n.PVz):tn. aZz«-l + . . ii(« + r.^) Z2« + '*-! 

^t^iit, wenn wir uftfcejümmt ben rt<n ßocffijjentcn beä 
%obuctS au8 ben Sact(>ren wflrflic^ bered^men, unb im 
8WdS)^J^fn feinet fd[>on belarttttett SBctt^cS grci^fe^cn, 

©Äe «ecttntenbe. i&gwfyimg jivifc^^ b^n r crgcn Soeffijren^ 
fe« trta. b^r irften "U»b (»-l)t^« |)oknj einer beliebig an= 
S^ottwilmifr.' Siei^ie.ttnb Jocnii rt^ 6pe|fiiiienten i^^ret ndci?|l^ 
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l&o^ercn nun ^oifettj^ bie fe|t Ui^t foIgetibetÄwfeti hxfSiSh 
Un au^gcfpcoc^^n n>etben fonnte« ^<in mnltiplkrtt eine: t^ 
itebtge ^otcnj einet wiUfu^tlic^ genommenen 3tt\^ mit itt 
^ei^e felbji, .nad^bem in jbiefcr bic ßoeffijienten mit btn 
Disponenten ber in ben juge^origert ©liebern vorfommenbe» 
^}>ctenjen tjeroielfac^t worben finb ;/ ba§ |>r0biKt ^'bt' ciüse 
Stei^e,^ welche, bie nd#b6^erc ^otenjjber, ongenornmeiiai 
barjteHen wirb , nur ia^ icbe§ ®tieb biefer ^otenj mit fei- 
nem eignen ^jcponenten multij)Ucitt, unb burd) ben @rab 
bet ^otenj fetbft bit)ibirt, unb infofern tjerdnbert, »ermo^e 
. feneö ^robuct§ jum SSorfc^ein fommt 

^an lann eben biefen.®a<ä nod^ ^txoa^ oHgcmeinet aui-^ 
brürfen. e§ fep bie anfan^^ angenommene gorm, bie wir 

t)or!)in bur* Zz« + Zz« + *,. + Zz« + r*.. bei 
geicbneteU; felbft ^fd^on t)on irgenb einer anbern, bie wir 
l^ier ni^t na\)^x ju bejeidS^nett bxa\x(i)cn, beren Soeffijienten 

ober 3/ 3/ 3 «• f- »♦ fepn mögen /» eine ?)oteng be6 ©ra^ 
bc§'X 2(Bbann wirb man fie unb i^xt ßoeffijienten 

imä) fSz^' + ^Z^ + *.. + f32« + "'*.. anbeiöen 
fo.nuem £)ie .9leibe aber/' n)ctdt)e t)on ibr bie n-ite ^otery 
ip, wirb t}Ort jener erfien bie (a-i)fte ^otenj fepm SSrau^ 
<!ben wir für (n-i)f ba§ 3eic|>en g, woraus fogleicb nf 
S f + g f*>l8t, fo wirb bie nte i^otenj berfelben JReibe mm 
bie (f + g>e ber neu angenommenen* Unb nun fann unfer 
i>origer (Safe fo au§gebrucft werben. 

@6 fe? eine Sleibe tjorbanben^ weld()e atS beliebige, fc^on 
Uxtä)mU ^otenj einer anbern gegeben werbe: 

i^z^^ 4ä^ +'*- + ^i^"^ + ''*.. 

€benfo eine jwepte; weld^c aB eine anbre, wittfiib^wl^ 
?)otenj eben ber ©runbfbrm gegeben fepn mag : 

»32«*1 + s3z«-i.+ *;; + e'32«-Ji+ ^*-* 



9m mul^iitt in ber #cn t)oii beteten Sff^'l^ert j^beS 
8Reb mit Um ®tpmtntm feinet §>olen}, iinb bf{t>c ötöbanrt 
eäif)wbi<U'au§ t>r in bie jwc^te 9tef^e* SBaö fierauarommt, - 
i»irb€inc*titte Stfi^e fei[)n, tt>e% mit ber'?)otenj beö ®ra- 
krtf-rg/ bot! ber nemlic^en ©runbform, nur baß jebe« 
®ßeb betfelben mit feinem eign^^n e^ponenten muttipHtirt, 
w^trttr(l(> f+g bibibirt wetbe^ t)6ßig imfammcnfäßt 3n 

^3.65.> + g ^3 ^3 =: [c^ (f + g) + f I' d] . f »h gg . 

f + g 
^er ®e6raud() biefer gormel wirb fidj^ im ndd^en Kapitel 
jeigen» 



fSon ber UntCel^rund btr ^eii^en. 

i 

* SBenn eine ®r6fe, y, buxd) irgenb einen oritl^metifcfee» 

XttäDrurf au^ einer anbern, x, jufammengefe^t gegeben i% 

fo Idpt ftd^ ber SBert^ Don il^r in ben me](>rjlen galUn bnr^ 

t 
ciiK gleite bon ber befannjten ©ejlalt/ y=Ai;*+Ax* + d 

-fAxÄt^^^^ + Axaf^^ barjleUem 2(ber jebe gegebene 
S5ejiebiing> in)if(^en jvpe^ ©ropen mu^ e§ uberi^au)}t möglich ^ 
maä)cn, bie eine t)pn ibnen burcl^ bie anbre auSjubräcfen* 
e$ mu^ alfo au^ bie gorberung befrlebigt »erben f onnen t 
bie ®ejiaft ber anfanglic^^ gegebenen ©leid^lirig fo um juanbern, 
böf bie ®r6fe, welche borl^er biente, bie onbre au§iubrfidfen/ 
nnn felbft bfeienlgc nnrb, ber^n SBSerfl^ au« jener anbeten ab^. - 
geleitet werben !ann, baf alfo, in Seltnen, x t)ermoge eine« 
be^immten arit^metifc^n 3Cu«brud« buril^ y gegeben tt{ö^nU 
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fRon nittttt bell SnNariff ber ß^jetationftt, W^dj^ mit b« 
jucrp angenommenen ©leid^ung t)ottjo8en weiien in&ffen, m 
ifyc jene julefet genannte ©ejiatt ju irt^eilcn , Uitif el^nmj 
ba ©leid&unß* JDiefe Operation iji t)on bet ]^o<bffen SBic^B- 
fett; ba unfre ^enntnip ton bem Sufammenbonge gwe^ei 
@i:6fien nur bann DoQftlnbig.tfl, n^enn tvit iebe t>oh \i)m 
aus ber anbem abjufttten vermögen. 3tber jtc laßt ^lä) «uf 
eine birecte SBcife, an 9efd()roffenen aritl^metifd^en JfuSbtutfei^ 
te fe^r wenigen ^aUm töottiiel^en. 6S toirb alfo fd^on fel^t 
t>iel gewonnen fet)ni wenn fie au(!^ nur be^ ©ntwidlungep 
in JReiben unbebingt' »oUfö^rt werben lann. 2Bir wollen 
mithin bie folgenbc 2Cufgabe jur SSetracbtung jiebn: berffißert^f 
einer t>on jwep jufammengeborigen ^auptgrößen ijl butä) mt 
^twicfelte gorm, bie nad^^otenjen ber anbem fortgebt, ge? 

geben, y = Ax»+Axa+d,,-f-Ax*t»A+.* SRön fragt, 
üb eS öic^t mogUd^ ip, au^ bicfer SJeil^e eine anbre, »on 
abnlici()er ©ejlalt, abzuleiten, welche ben Sßert^ i>er jwepfen 
^auptgroge, in einer nac^ ^otenjen ber erjten fortgebenbeh 

gorm, x=By« + By«+*..+ By« + '<^.. barfieKt, unb 
tiad^ welchem ®efe^e QppomnUn unb Koeffizienten biefer mntn 
Sleibe, welcbe bie umgete^rte ber teerigen l^eif^n foü, gebilbet 
loerben muffen* 

9Benn e8 in ber %i)at einen folt^en JCuSbrutf für x 
gibt, fo ijl bie IBebingung, welcbe er erfutten muß, leicht 
anjugeben* 2Ran fubftituire in ber erfleh roüxfli^ gei 

«ebenen Siei^e, yr:Ax»+Ax•+d*•+Ax*•^^d..,. f ur x 
iene gorm, welcjie^ben SBJcrtb biefer ©roge barjleUen foSL 
2)aö Siefultat ber ganjen ©ubjHtution wirb einSnbegrijf me^^ 
rerer Slei^n werben, üon berien jebe nac^ ^otenjen t>on y 
fortfc^reitet SRun aber ip angenommen worben, ba^ bie 
©umme aBer ber ©lieber, an^ benen bie gorni bepe^^t, in 
welcbe man fubpitoirt, y felbp fepn folL €« muf alfo jener 
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S^egi^ wn^itiß^ Dpn betten iebe einneble nad^^^tmim 
tjon y fortfc^ieitet, mit Y fefiyjl ibcntifcl^ werben* 35ie§ iji 
iU|lt anbete m&gli^^ afö fo> bafi wenn man jene Steigen 
te'tine ©ummc w^rflic^ jufammeniie^t, in ^biefei;^©mnme 
ein ®Keb t)orfommt\ tt)eld[)c§ y ift, wd^tenb iebeS bet anbcrn 
@Ke6er, weldbe 5)etenj t)on y eS^ßu^ ^ntHlUn mag, jii 
fernem ßoej^iienlen o befommt. SRur olSbann, wenn bie 
jtt)e9te/ffir x ahsenommene Steige biefer gorberung. (Senug« 
leitet, tKirf ffe äK beiMenb mbm ber erjien, füry bejlimmt 
gegebenen, unb folglich aB bte umgefe^rte t)on biefer ange* 
fe^ werben* 2Cu6 ekn biefer SSebingimg la^ ftc^ ableiten^ 
»ie eine 3leibe, wel(^e t)on einer anbern bie um9efel)rte ijl, 
txm biefer ablS)Än3t/ nnb au^ i^r abgeleitet werben fann* 
öep einer \>hm$ unbefonnten Sfteiöe finb ^wep 5Komente in 
ÄÄif jic^t ju nebmen. änerft i^re So%m, wel4)c bnrd^ bie 
Drogreffion, worin [i6) bie dxpomntm bevf)otenjen in i^ren 
fuccefjit)en ©Hebern befi'nben, bepimmt wirb. Swepten^ i^re 
ßoefficienten, unb ba§ ©efefe, na^ weldS)em fie ffc^ erjeugen* 
SBir woUen alfO; um ^bie UnterfudS)ung auszuführen, juerjl 
tmr fragen, ob fic|> ffir bie umgefe^rte JRei^e, wenn man 
fie vorläufig aK gefunben fingiren woUte, boc^^ wenigfien$ 
immer eine befUmmte gorm, ober weUeid^t mc|r atö eine 
gorm feflfefeen Idpt, fo bap würflid^, wenn man nur noc^ 
ber bie Ooeffijienten gehörig einric|)tet, jene »ebingung; mU 
iftt bie umgefe^rte Slei^e burc^auS ©enuge leiften fott, un^ 
fep«r be^ebigt werben fanut. 

es ijl aber ani bem t>origen SC^apM befannt, baß nur 
baiin t)k JRei^en, wel^e an^ einer gorm wie bie gegebene^; 

yn Ax« + Ax« + <^. . + Ax^ + '^^ 
entfpringen, wenn mixn in i^r für x bie neue: 

x=By« + By« + ^.*+By« + ^<^ ^^ 
fttbjlituirt, ftd() wurflic^ ^einigen, wenn d = —, unterm 
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iixft htüAl^e gctttje 3al^ t^ciftanben/ ntA bdf ftt fdbem atu 
Um Sflßc jebc bcr genannten Sieil^en il)re ©Heber in bie 
€umme bringt, of^ne baf ju irgcnb einem Öliebe ber ehten 
^ ein gH^iäjl^oi}^^ ber anbern gefeilte. Shirt "aber ift unfre 
IBebingung^ baf in ber ®umme nur ein @(ieb fe^n foQ, 
loeU^eS =ry u)trb, btt anbern ^Be ober einzeln o ^um Sotffti 
dienten liaben muffen. 3tber toofem aud|^ narren ifgenb^ltrcir 
§)0tenj einer gewiffen ^eilS>e^ wie |)ier bie fi5r x ftngte^y -|ei 
be§ einjelnc ©Heb für ft^ zr a twrben itiltkr fo mfif t« W« 
Stetige felbfl^ mitl()in iebeS einjel^e ©Heb fd^on rro gemefeit- 
fe^tt» 2Cber für x' eine 8l€il()e fefeen, »on ber jebe«' einjÄn« 
©Heb rro «wre, l^ieffe eine Ungereimtl^eit b^e^m SRatt' 
barf alfo für bie umgefe^rte JRei^e feine gorm ^nnel^Hnen, wt>s 
bep fiid^ eine folc^e Slotl()ttjenbtgf eit ergeben würbe/ unb fSe' 
fann> bem SSorf^ergelj^enben gemaf, nid^t wrmieben ttwben, 
loenn bie ^rogreffton ber' @r))9nenten in ifyc ni^tSo eingerfd^ 

tct wirb, baf bie Eiferen j berfelben äzz — » ij!. 

€S bleibt aber felbft aföbann, wenn man für bie fmghrte 

«mgefe^ttc fRciijz ©yj^onenten annimt, bie aBmdlig um— 

grfcfer werben , in wcMi^em gofie aUerbingS bie ©He^ct 
tJer berfcl^iebenen Siefifien, weld^e be^ ber ©ubflftutiort ents 
ftel^n, in dnanber würKid^ be^ SSereinigung eingreifen, tU 
grage jurfirf: ob nun ba§ Slefultat ber ganjcn ©ubpitution 
wfirttic^ =o gefefet, unb eien barauö atteS, wa* in bet 
ftngirten CReil^ t)orIduftg angent)mmen iß, ^hüxQ befKmmt 
werben fonn. ^ 

a* 

£)ie 2tnna^me, baf dr: — fe^n foB^ lagt, ba m iebjt^ 

wSWu^rHtl^e 3a^ fepn barf, für bie gorm ber ftngirten uii&] 
gefebrten Sleil^e, wte eS f#eint, unja^Hg mk befHmmt« ©esr* 
(hkften 3U. Sä$ir wollen un§ (uerfl nur auf bie einfadj^fle , wf>^ 
mm iftrMc^tänfen; eB wirb ftc^ nad^l^ jefgen, baff fie 
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Me einils«, wd[(^( geßattet werten |ann, txitfttUt SSitttoOea 

a|ofurxWegieiVx=By*+Bya + «<^., + Bya + '^a*,..y 
mi^t inSfunftige bic (ßtunörcif>e QmannVxoexim foß, ftit: 
giren^ 2)iefer SCBcrtl^ t)on x foH in bcr gegebenen Steil^i 

yc: Ax« + Ax« + *. . + Ax« + ^*. . fn^flituitt, unö' 
ÄÄu« icbcm i^etr ©Heber baburd[reritjlan^enc neue Steige eine 
PÄrtiaireit>e genannt werben. 6* fott cnWic^ bie ©ummt 
oller bcr fo cntfionbenen Std^^n, weldE^e eine neue ä^nli(^ 
9MIUU, bie lowlreilbe genannt, ]S)ett)orbringcn mix^, be* 
wc^t; tmb tjon i^ unterfud()t werben, ob unb"m wiefern 
ffe v^ittliä) zz j gefegt werben fann* 

& ijl auö bm Unterfud^ngen über bie ©ubjiitution bu 
fawit,. iaf, be» b« angenontnwnen ©eflält bir ©runbreil^, 
bt« ou&.ben einjetom &tkbim ber gegebenen entfrringenb^n 
Ikrtiatofiben ft^^ fo'tjereinigen, baf jebe folgenbe mit il^rem 
Änfangögliebe in ein ©lieb ber erjien ^artialrei^e cingreifr^ 
beffen 3ai)l mit ber ber Dartiolreil^e fetbfl ibentifc^ ijl. Zu^ 
bem aOgemtintn Xuöbrucfe f6r iebeS @Ueb ber S^otalreil^e er^ 
^b ftd^, böf ieber ßoeffijient r>on i^x aM eben fo tjielen ber 
fingirten ©runbrei^e jjebilbet wirb, aB feine eigne 3abt ®n- 
Ktfen entbdtt* @oa^ alfo We 5rotatreil()e =:y gefegt werben^, 
fo mn^ eä imBebingt mogHd() fepn; i^t 2fnfang§gKeb =y, 
imbiebeö ber fofgcnben ^r ftd^ =0 ju fefeem Senn offene 
bar fann, ba bie ganje Sotalrei|)e mit y ibentifiS) fepn fott, 
nur einö i^rer ©ßeber —y, unb ^a muß ol^bann jebcJ ber 
onbem = o fepn* 2)a0 3(«fang^glieb ber Sotatreibe tann 
aber nl^t —o fepm SJenn e§ entbÄIt ni(^tö m eine Dotenj 
t)om erjlcn ©liebe ber ©runbreibe, mit einem bejKmmten 
Sactor muItij)Htirt* ©pß eS alfo =0 werben, fo mu^ bie 
®ib$c, wown e§ eine ^otenj ijl, eS muß, alfo ba8 2£m 
fangeglieb ber ©runbreil^e zi o fe^n*- ©nc 3Jei^ aber, ik 
Wtt ÄnfiuigögÜeb fyit, ^ tji eine Ungereimtl^it ^e^n wi» 
#>,, weil wir^^^ffe», ba« ^Cnfang^sKib ber aotaIrel|^e> 
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AB^y^^rry/ fo folgt barauS in %h^\ä)t auf Wc (Srpon^ 

i 

Un, taf aa=:i^,ntltlj){ii az:— ; in 2Cbpdi)t Auf We ß^cfps 

a 

1 

jienten, ia^ A.B<^ = i, folglich B = ^V.^ © ^ 

Plmmt fi4) qlfo baburd(>.ba*3fttfang«öKeb ben ©mnbw^e tiofc 
, tommen. 9Ba$ aber aUe übrigen ©lieber ba J£ota(ret^e betrifl^ 
fo'mup nun beriefen toerben; baf eS miglidb tjlf lebe» t>mi 
ibnen = o ju feiern ^un ^t^alt ber erfle ßoeffijient b« 
JCotoIretbe nur ben erflen unb anf&nglic|»tn ber @runbrei|c; 
ber jwepte nur ben jwei^n unb bie wr^ergebenben ber 
(Srunbreibe; aDgemeln ber rte ßoefffjfent ber Sotatrribe 
nur ben mn ber ©runbreibe unb bie Dorbtrgebenben. Wt 
Soefftiienten ber ®runbretbe ftnb nocb tmUfümmt; mmtM$ 
langt aber ju »iffeu; ob nid()t f&r fte SBertbe angegcfeen 
werben f6nnen, »eld^e bie' gegenwärtige gorberung erf&B» 
©efet man alfo jeben t)on ben fufcefjp[t)en ßocffijienten bet 
^otalreibe nacb bem anfdnglM)en zzo, fo Uh>mxnt man 
©leicbungen, in benen thm fo t>iere unbefannte ©rofen ^ots 
banben finb- €§ ift ober befannt, baß' in biefem galle i*e 
ber unbefanntcn ®xh^m aui jenen ©leid^ungen gefunben 
werben fann* SBir wiffen ferner an^ bem SSorbergebenben, 
baß iebcr ßoeffijient ber ©runbreibe ba, wo er jiini 
erjten 3Rale jur iSSilbung eine§ goeffijienten ber SotoB 
reibe gebrandet wirb; nur jur erften ^otenj erhoben, uib 
mit. einem bepimmten gactor rnuKij^licirt, erfc^int, wd^renb 
aQe bie übrigen g>robU6te, weUbe neben biefem aß jufammens 
geborige Zi^iüz ben ganjen ßoefffjienten berSotalreibe bilben, 
m^ niebrigeren ßoeffijienten ber ®runbr«be jufammcngefi^ 
ftnb* @o gibt alfo baS fucceffiw rz o ©e^n t>on ben M"* 
ftjienten ber Sotatreibe @(eic|)ungen> t)on betien j[ebe fofgenbe 
€im unbefannte ©rofe. mebr ofö bie oorbergej^enbe ttiÜfiU, 
unb worin biefe unbefannte ®r&fe nur auf bie aße fioten) 
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erleben, uttt mit einem fkfllmmUn %aitox mnltüplicivt znU 
Rotten i% es'mirt ^i6) alfo an^ ieber neuen ©leic^jung eine 
nmsunb^atmtt %6ße^ unb jtpat, weit bic ©leidS^ung in 
SSejie^ung auf fte nur t)om erften ®taU i^, t)erm6fle eine« 
einiigen, tnoglicf^en unb unjwe^beutigen S3ertlf)cS befiimmen 
laffen* ©o gibt ber erjie ßocfftjient bet Sotalrei^e, well er 
m«f>t« Unbefiimmtel alö ben erjten ber fingirten ©runbreif^ 
ttt^ait, inbem man il^n zzo fefet, ben SBerti^ biefeS er|len 
feeffijienten ber ©runbrei^ej ber jwepte ber Sotalrei^, 
wtt in i^m nur nocl^ ber jwepte' ber ©runbrei^c aK unbe? 
fwmt uxtommt, für biefen ben SBert^^ welchen er l^aben 
imif» e« ijl alfo unbebingt tnh^liä), jeben folgenben 6ocf« 
ftjienten ber Äotalreibe, rr o ju fefeen, unb e6 ergeben fjd^ 
gerate baburd^ für alle fingirten ßoeffiiienten ber ©runbrei^e, 
lejümmte, mh^lidjt ixr^b unjwepbeutige SEBertlf^e, ble if^nen 
«ofl^wenbfg. bepgetegt werben muffen , wenn bie ©runbreilS)e 
i^ SSeftimmung , bie iimgefel()rte einer anbem, gegeben 
nen , JU ' fe^n , erfuöen foH* 

35a0 Siefuttat unfrer biSI&erigen ltnterfucf)ung iß folgenbc«* 
SBenn fär bie Steige: ^ 

eine umgef^l^rte, welche ben Sßertl(^ pon x burd^ y aulbruift, 
gefunben werben foß, fo ijt e§ gemattet anjunel&men, baf 
biefe neue Steige, beren ßoeffiii^ten ubrig^n^ für ben JCnfang 
flngirt Kperben mögen, bie ®ci^aiti 

1 ±±J 1 + r J 

xrrBy« + ßy « +*-By ^ •. 
Iiefr^e ( mitl^in bie nemlidS)e SDifferenj ber €r:|)onenten, wie 
We gegebene, nur burd() beren 2£nfang§0tieb felbfi bit>ibirt). 
Unb eS wirb attemal m6glid^ fepn, bie ßoefft'äienten ber um» 
|efebrten SReil^e a»«.benen ber gegebenen r burd) mfigK^^e uns 
jwepbeutige ÄuSbrurfe ju bered[)nen. ^Der SRec^aniömuS unb 
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bai ©«fefe WUt »Jetecl^img ma^ im, ^a^tfpJK^. her 
Untcj;fu^un8 mi* 

Q,Un bicfeS. JBefuItat fann , au^ ben ncmlic^eu ©runbcr^ 
n-oc|^ auf einem o^ibern SBScge erl^dlten werbem 9fla4)bem.b|i 

umgefe^rte Oiei^e: x r:Ry^ + By» + ^ .. + By« + ''d ,., 
n>ic t)or^irt ffngitt werben fjl, fubffitufre man tn jebem t^ 
©lieber flatty'fcen S53ert^, n?eld)en bie^ gegebene SRetl^e*; 

yz:Ax« + Ax^ + *.^ + Ax« + r<y.. bafur barb^tet 
2)a§ SRcfuttat aUer biefer ©ubjtitutionen wirb mc, md) ?tos 
tenjen t>on x fovtf4)reitenbe, Äotalreil^e fepn, welche nx 
gefefet. werben mitf* Alle übrigen @c|)Iuffc bleiben wie üor^er, 
unb man er^dö auf biefem SSSege bie ncmtid^e gorm ber fki^ 
flirten umgefe^ten Steige; unb bie mi( berfelben Derbun^ 
bene Sßoglid^eit einer unfebibaren unjwe^beutigen SSeiimu 
mung ber ßoefßjientem (So wurb^ aaäieber^oUirtg be& SSorl^ 
geljjenben feijn, wenn biefe Unterführung üon Sleuem wicfcer 
angepeilt werben foUte: inbeffen iji e§ bocb nicftt iiberjiufjig, 
i^ren 2Cnfang in g^aue äSetradjrtuug ju, jiel&m ^ier ip bie 
@runbret|)e feine ftngirte, fonbem eine gegebene» £)te Stoü^ 
wenbigfett, bap.alle ^^rtialrei^en.in einauber eingreifen, «w 
gellet alfo nod^ unmittelbarer. 2)enn , wenn trgenb eine ^on 
t^nen für \id) zzo gefefet werben mu$te, fo ei^dbe ^6) bo« 
(au§ ber 2ßiberf)>ru(|), ba^ eine |>oten} t)on einer be^imms 
Jttn 3ttH)z — o fe^n foHte* £)iefe§ eingreifen ber burc^ 
bie ©ubjlitution entftanbencn ^artialrei^en l^at aber bie 
SPebingung, baß bie 2?ifferenj ber Qj^pomnUn in ber JJJei^e 
weI4)e man fubjtituirt, ^ier alfo &, ein ^robuct ani bem 
anfangs ^eyponenten ber nemlid^en Sleij^e, in bie S)ifferenj[ 
ber (S]q>onenten ^n ber S?ei()c, in wel(|)e fubftituirt wirb/ 
burcö irgenb eine beliebige flanjc äal&t iJiDibirt, folglich 

Jrr— fcpn muf. Sorau« folgt affo tfitfwärt«, b«f 
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m ^ 4. 

i zz \ ober ba « = — ; cl rrm a^ fe^n mMte, wo 

tmtev m eine. Miebtge gante Sa^l ^txftaxAm xoetim Unn. 
SnMent alfO; aU tie 9le{Jg)e für y, xodi^t wir fn^^n; rotnn 
fSt felbft ttmgdle^rt tP&rbe, ih gegebene f^r x l^en^otbringm 
m&fte, iß ed geftattet^ b^ 9>rogreffton. i^er (Sx9on.mUn^ 
eine unter bem unbejlimmten 3(u^bru(!e m a ^ enthaltene 
SDiffe^enj bepaulegem Snfofem aber, afö pe felb|t eigentli^. 
btt« Umflefebrte ber geflcbenen Keibe f&r x ijl, faßt bie 
Siferen} i|rer (£r)>onenten/ unter ben unbejUmmten SCudbtud 

— • Slun aber gilt ebcnfo ^nt laö ßrlle, att iai Swepte 

twn i^r. & mu^ alfo bie £)iferen) i^rer 67:)>onenten fotool^I 

unter bem Äuöbrucfe ma^- aI8 unter bem — a & jtnti^altm * 

fe^n* -@S gibt aber nur eine 'üvAna'^mt, bep toü^n be^bed^ 
)iiglei4^ jiatt ftnben fann^ u>enn nemlic^^ mm gefegt n^ii^«. 
a^ist ifi a^ Die einjige Eiferen), ml4)e für bie /|)ro^ 
gtefilon ber (Srponenten in ber ftngirten ' Sieil^e genommm 
werben barf, unb bie ©ejlalt ber umgef eierten Stellte, welche 
tdt ))orber nur aU bie einfad|){}e oufgefteUt, unb bem äv^tät 
ber Umfel^ning D6nig entf))re(Jbenb gere4)tfertigt l^oben, bie 
efnjig m&gß4)e« (Bejiattet n)irb eS freplicb immer bleiben, 
wenn man bie Umlel^rung nur auf eine SEBeife, ). @/ bie 
ftfte i^tmef)mtn n>ia, flatt ber eigentlichen ftngirten Steifte 

1 1±^ 
x;rBy« +B7 « .• eine anbre ju fe^en, In tpefd&er bie 
froareflion ber e]rj)6nenten t>ux6) nocb Reinere ttnterfc^iebe 
fortlauft* es wirb fid) aber bep wurRi^^er «ereäi^nung ffn^ 
ben, baf bie Soefftjienten von allen ben ©liebem , bie in 
ber neu ftngirten JReibe gwifd(^en bie ber erjlen gefegt finb, 
r:o werben; bie Slecbnung felbfi wirb auf biefe }ur&cff&(ntn> 
inbem fte ba& Ueber^i&fjtge ber SSprau&fegung t^emh^tet 
Tbiii bat>on lie^e fii^, wenn'^eS nic^t für unfre VbfUI^ vhki 

St 
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iberflfifitg tohxt, avii Um @dnge ber ^ubflitution imb ba 
gorm i^rcS JRcfuttatS eine äBcpdtigung geben» 

68 fommt ftt i^6^eten arit^metifc^en Unterfna^ungen fe^t 
^ tor, baf gegeibene Steigen umfiefel^rt weÄe« muffen» 
S)er ©all alfo: man biüfbirc bie ©tffmnj ber (gfl^onente» 
ber gegebenen 0{ei^e burd^ ben anfilngfid^en untec ü^ntttf ^ 
nW^ inan bie ber 6)r)>onenfen ber umgetel^rten 9tei^, $ 
wn großer SBic^feit .S)er )>articu(ar{le, am l^äufigilen swif 
fommenbe %aU ijl berjenige, wo bie gegebene Steige bie 
fiiceef[it>en ganjen äal^Ien; \>on ± an, ju xi)xen ^t^cxitnim 
erifialten tjcit. ^öbonn tvirb bie umgetel^rte t>on H^r.rgm^e 
bie mmlid)e gorm bcftifeem 3n äeic^en: wenn 

^y = Ax + Ax» + Ax'\ • + Ax' + i • • fo »lA 

X = By + By» + By' . • + Bx«-»-* 

gefegt iperben mii^n. (Sine Steige aber> bie mit mm 
@liebe anbebt, tDorin t>on ber «j^auptgr&f e , ipelc^e fie 
regiert; gar feine <9>oteni t)orfommt, Ü$t fi^ gerabeju ni^i 

2)er -jwepte ^au|>ttbeir iw)n ben Unterführungen über bie 
Sletjerfion bet Dleiben betrifft bie ßoeffijienten ber «mgefe^r^ 
ten SJei^, xinb bie 3trt, wie i^ire SBertbe au§ benen ber 
gegebenen abgeleitet werben f6nnen* ©ie ijl öerwidfelt, ffil^rt 
aber jule^t auf ein fel^r einfad[)e4 ©efefe jurucf» 

'. Um biefe Unterfud[)ung fo allgemein al^ mhsHi^ itime 
^en, müm wir il^ren Umfang noc^/ mebr erweitern* $* 
mag alfo nic^t bie eine *!g)au))tgr6ße*felbp, t>«>ttbcrn itgei* 
eine ^otenj t>on il^r, burc^ eine nad? ^otenjen ber anbem 
fortfd^rettenb^ Kei^e gegeben fcpu, unb umgtfe()rt für eine 
WieWge ■f)Wen j ber jwiepten i^auptgrofe eine Steil^e gefi«i^ 
werben , wetd^ no^ ^tenjen ber erjien fortgeI)t. 3n 3eic^* 

e*,föa bie ISej^e y'" = Xx/^.+.Xx/* + ^,. + i x^+/^.^ 
^ejjeben,^ . ttnj) ,bofau« ruc?wai*5 bie fReH^ '. , ,,,.,. 
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Ibit form , n)eI4)e bie gefu^^te 0te{^e etfjalUn muf, 
MMfä) unmittelbar au^ ber taprigen IBetrac^tung ab. SBenn 
te bdf gegebenen SUi^ ffir y« bti fJrogrefpon ber Qxpontn^ 
^ ß^ß + 9, lu f* »• ijl, fo' wirb ffe in einet burcb bert 
|90f)^nom{fi$en Sebrfa^ fogIeid[^ f&r y gu eti^alümben IRetbe,^ 

LI 
in* m 

fei^ n)trb, fo bekommt bie, 'Vnfangö ju fh^girenbt, x auS^ 

brutfenbe SReibe/ bie 3)rogreffion ber Sjcponenten ~; -^ + -^4 

/? F P 
tu f. xo. @oSl enblid!» I;iefe 9Zei(ie^ nad()bem fte gefmiben 
^, jur ntfii §>otenj geboben beerben, fo miif bie mni 
bor««* l^orgcbenbe mit ibren 6j:j)onenten bie |)rogrefjion 

-T-j -^ + T*/ «♦ r w). befolgen, ß« »irb atfo bie 

}t9e9te, fingirte 9{eibe folgenbe form beft^en 

um nm m^ um rmrf 



-} — + ^/ w* f* »• fr?"* SBenn bief^ fStvSjz ffir y umae* 

mm . / 



x'^rrYy/? + Yf /* /?.. + Yy/?^ ß .. 
©0* ®efe^/ »etilem bie ßocffiiienten einer Sieiljie unter/ 
»orfen pnb, fann entwebcr recurrirenb, ober inbepenbenjt 
gegeben tt?erben» ^ier gelangt man^ ber Slatur ber ©ac^ 
gemäfv jtterft ja einer recur^renben ^flimmung, nnb ^ 
birtd^ ^Ife biefer wirb ed mbglic^, aud^ einen inbe))enbenteii 
JCu8bni(f jtt erl^aBen* 

. I. SDie StecurftonSformel fär bie ^oefftjieftfen ber ttmge» 
%xiz^ 9M1it ergibt f 4^ au6 ben be!annten Sormetn ffir bie 
^ubjiitntion unmittelbar, xoinn man bie gegebene fSttViit to 
i^em ®liebe ber ftngirten umgetebrten fubfütuirt, unb bie 
barou« entfianbene Xotalretbe bem SBertbe, loeldiien fle bc» 
fi^4oa^ ibenti^ifirt. SRan (innte it«ar dud^ babur4i^ )Mf 
' . «2 
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man bfe ^vbftituUon it^ imigefe^rteir £)tbiiund toQjSge, ju 
bem nemlic^en ,3n>ecfe gelangen; aber bje Stefnitate mürben 
fi^ nidl^t in m^aöfit ^eflalt barbieten» 

SBemt man in ber pngirfen Steige 

nm nin inj nm rih^ 

WO man aviä) jur aHflenbli(fUc{)en Äbfurjung ffir y" ba$ 
3ei4)en u gebrauchten, mif^in biefe Steige burc^ 

x'^rrYu^ + Yu^X .. + Y11 /^ *. 
Att*brfirfcn !6nnte, für bie @roße y^ — u i^ren gegÄenm 
ÖBert^ 

fubßituirt; fo ijl baö VnfangSglieb ber t>aim6) entfte^enben 
n_ ' • ^ • • - i 

«otalrei^e Y . X/*x^ . • £)ie ganje Zi>t((lM})t foO rr x* 
fe^n, eS muß atfo ber Soeffijient i^reö 3tnfaniö«grteb^^ 

n .-.'■■ ■ ' 

Y X/* m , ber Soeffijient jebe6 folgenben — o feph» 2)arauS 

n -n 

alfo forgt juetjl, baf Y=:i:X/*r:X /* fepn mn^. SBo^ 
alle folgenben 6oeffijienten betrifft, fo werben wir nur beti 
attgemeinen 3CuSbrudP für bie ber a;otaIrei()e ju fut^en, unb 
rf o ju feigen l^aben , um bie 9Iecurfton§formeI für ffe ju 
iefommen» 9lun aber ip, ber 8e^re t?on ber ©ubjtitution ges 

(n + kJ) 

k k *3 ^r-k 

maf, berrtegoeffiiientberÄotarreil&e «^••'-S(Y. A , X)u 
. S)iefer 2Cugbru(t alfo, =0 gefegt, gibt unmittelbar bic git» 
fudj^te Stecurfton^formfl. , 

©einreiben wir il^ öbne baS aMfir^enbe (Sitmmatnm«» 
pitbin auf ibte iiemU^e Xxt, wie wit.ft&i^ 9tea»:ftoitdfof^ 
Mfln bar^ttiUBtn ^fCegten^ fo. erl^äft. er fol^enbe ®e0a(t; 
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Y/X+Y. /^ X..+Y. i* X.:+Y. ß X=Q 
SBan braud^t offenbar nur ba8 3(nfang§gHcb biefer fjorm }u 
tran8))on{ren/ uhb t)on feinem 6oefft}ienten ju befreien, ttm 
thte %inmd ju bekommen ; Dermbgi^ beren jeber Goefftjient 
ber flefu(bten 0icibc, iebe^ Y, ai» allen Dorbcrgebenben bei 
nemlicfien Steibe, unb @rofen, mld)e dui 6oefftjtfnten von 
bejiimmten ?)otenien ber gegebenen Slel^'bejlel^n, unb in- 
fofern afö befannt angenommen toerben burfen^ beredf^net 
»erben fann. ®ie i|l: 

I n + rJ I 

2^efe formet ift febr jufammengefel^t, unb fubrt ju ver^ 
tticfdten 8lec|)nungen , wenn Pe jur recurrirenben IBejHm* 
mung ber .gefud()ten (Soefpjienten gebraucht werben foU. Senn 
bie gactoren, womit bie fc()on befannten ßoeffijienten muU 
tf})licirt werben muffen, um ^robucte ju erbatteU; bereu 
©umme bie ndcbpfolgcnben , gefucbten ßbefffjienten ber 
fingirten JReibe b^W)wbringt, ftnb verdnberlid^, unb mftffen 
bep jeber neuen JRecurjTon t>on Sleuem berecbnet werben; 
tinb ietc'biefer ^Berechnungen ift weitlauftig; man muß bie 
gegebene Stetige auf eine bcfiimmte 9>otcnj erbeben, unb au8 
ttt baburdj) ft^x^oxQc^tnim gorm einen ibrer Soeffijienten, 
b(hi oorgef^^riebencr 3abt/ b^taudb^ben, um einen einjelnen 
wn jenen gactoren ju erbaften» SSerfucben wir ei, wenig- 
fi^nö einige ber erjlen ßoefftiienten auf biefem SSßege wfirlticb 
|u bcjHmmen;' 2Cuf biefc SBeifc wirb itä) ber Uebergang ju 
bem inbe))enbenten ©efe^e, wonach j^e ft(^ ouS benen ber 
gegebenen .SSeibe crjfugcn, mac^ (afpm.^ 
•*' IL Mai ben • ßocffit jJenten /be§ 2£nfang«gHebc» in brt 
ftngtrten: !Rd^ betrifft^ fo ifl fein SBeMI^ fcbon ouS bem 



ßeT^d^^nU» bttmint, mt> tauf eS f(^^ mft feto 

SÜecuYfton i](rtt geben fann« 

n -n -n , . 

Y = i:X?=x7'=:7'x 

1 ^ \ 

Um alfo Y ^u tt^alUn, fe|en loit rzrii. itnb^ ^ 
gomel gibt: 

■ . . ^ ■ • ~ ■ '^ 

X=:- /gX.Y ' 

£){efer ©ertb Id^t fic^ bequemer entwicfeln* 68 iP »emli<i^ 

!ii n 

/yX, b,b» ber erjle ßoefpifent bet 9)otettj be8 ®wbe8 -^ 

Don ber gegebeneti JRcibe iz—'.Xß .X. eben fo iP 

ß XzzX ß . mm wirb jener «tud^ 
=:.^.x/? .X /*.x=.^x ^ ^ > .X- 

X /? . 

SRan gebe bem SaW^Soeffiaienten blefe8 ^rpbuct« ben gacto? 

'-—t um Ux @r6fe felbjl, na4> Jtbfonberung beffetten, 
n-f.tf . ,^ 

ba« Untflefebrte bfefeS gactort wiebet Dorfefeen ju fSn» 

nen^ fcbmbe fte alfo^ obne Äenberung ibreJ ®ert^*# 

(^) COtO) •'^"^'^"'*- """ «^ " 

ta €tfte ßoeff^Unt m^ Umanfinfiiäfm |it et»ft Sei^ 
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»^l^tttfommt; tocnn man tie gegebene auf ble 9ote9B 



be8®rabe«^ ß ^ ergebt, =.(5±?).X ^ / v^ .X- 

iJo» ci^att iilfi ffir Yrr/J^V, W / X. ©e» 

Vn + J/ 

man auf biefem SDBege We SBerec^inung weiter fort^ wel4)e 
frepHc^ für bie fofgenben Soeffijienten immer mu^famer wiÄ, fr 

finbet ft(^ aBma^Iig Y = ^X; Y=(jj^)* W /Xj 



1 + 2(7/ 

folgenbed aflgemeine @efe^ in ber SSilbung aQer Soefftiiehten 

iu l&errfefeem Seber tjon il^ncn ijl ein einglger bepimmter 

^effijient mi einer fSt^\^t, weld&e entfprinflt^ wenn nwi» 

bie gegebene auf bie ^otenj eine§ t)orgefcbriebenen @^onenten 

erl^ebt, nur baß i^m noc^ eine bejlimmtt 3al)l aK Sactof 

beigegeben werben mn%. £)ie gegebene fRiV^t, beren (Soeffu 

jienten burd^ X angebeutet werben/ foK auf bie ^otenj bed 
-n 

®rabe8 ß erhoben, ünb baDon ber ^Cnfang« ^ Goeffiiient ge« 
nommen werben, bamit man ben JCnfang^^^ Koeffizienten bet 
umge!ebrten Steige er^tte} atö Factor mag ibm, ber Q^xIm 

wetüe ber 2(uSbrucf e wegen , nodb — n l beigegeben werbem 

lEben biefe Sleibe foH auf bie 9)otenj ^ \~;rj fi^^^^^*« 
ifnb bat)on ber erjle ßoefft^ient/ mit bepgegebenem S^ctpi; 
r~-vj genommen wirben, Hmt mm ben,<rjlen ßoeffi* 

3kntm ber fingirten SRdbe ermatte* ©ire \><A m ben bepbef^ 
erften Soefpjienten burcb wirHitl)e 8leiö()nung gefunbene ®efe| 
«Ög^ei» richtig, fo würbe uberbailj^t ber ne igibffftjffent beif 



— 264 — 

flngWeit »el^c Yrrf— !^^ . ^ /» ^X fepiu 2»e 

Vtrecte Ableitung biffe^ . ©efe^eft auS ber Stecurit^nSfoiMtf 
tD&rt€ 2tt fe^ ^mtoidilUn combinatorifd^en §daxaä)imgm 
f&bten;, e» iß in ber S^at nidift auf biefem SBc^, fotjU^m 
b\tt(^ S3eoba(|)tung se^nben. 3n fo fem tdtb «S bnw 
aud{y geflattet fepti/ be^ bem j^etodfe t)on ber 9it4)tigft9 
beffelben ben SBeg ber Snbtiction cinjufci^lafleii , ^ tinb i« 
ungemeinen ju jeigen, bof e6 loon jebem ndd^&folgenben 
ßoefffjienteft ber umgef cl^rten . SReibe fliltig fepn wöffe; foW 
e§ für alle tjor^ergebenben atö unbebingt jlattfinbentr ange^ 
nomroen n>erben barf. S^eplitb I^ft biefe SSetvdSarf, nicbt 
in 'äbiiä)t auf bie SBabrbett bee @age$ felbfi, aber n>^bl i>t 
SBejie^ung auf bic 2trt, wie man jur einft4)t beffelben gc* 
langt, t)ieIeS ju . »finfdiien übrig* ©ie fann nur bami ein« 
treten, wenn man ba« ®Iucf gehabt l)at, bur4> äStobacb*«^ 1 
©puren eineft ©efe^ed 2^ ftnben, foUte alfo eigentlicb nur 
ba gebraud&t werben ; wo man auf fiinem btrecten Siege au* 
ber SRatur bc* ®egenftanbe$ @efe|e ableiten fanm 

SBir nehmen aflb gegenwartig an, bag f&r bic' r erjten 
^lieber ieber 9leibe, woburc^ irgenb eine. $oten) t>on x atih 
gebrfitft werben fott, bie Goeffijienten naci^ bem ©efel^e, web 
(|)e$ thm audgefproc^^en werben ifl, aud benen einer gege^ 
benen Stti^c, bie eine gewiffe ^otenj \>on y, bur^ ©lieber, 
in benen x bie ^auptgrope ijl, bar^eUt, berecbnel werben 
f innen, um 511 unterfucben, wie alSbann ber Soefftjient beS 
ttacbfl^ßb^'^^tt ^ + 1^*" ©liebe* in ber gefudjiten Siei^e aufc 
febn werbe, 

jDie WtzWixitt bet Unter{tt<l^mtg bleibt beriettfgen l^vJMh 

welche bep ber 2(bleitung ber recurrirenben SBejie^ng (mge«^ 

" ifpenbet iji* SBir nehmen bie s^gebene Steige nebft ber. ouS 

ii^rer Umfebrung €ntf)>rungetten ftngirten. fl3ir.|e|iii ober 



niöft, vüt \>t/i^n, in jcbenii ©liebe ber ftngirfen (fttf^t f&t 
^ J^a^vtSY6^/l ttel(^e baritt t)orfommt; b«n iffiectl^, ti>el# 
^en bie gegebene Stetige föv biefelbe bätbietet/ fonbem ttntges 
M|ttV t»ie e6 eben fo gut ^t^tatttt i^, n^ir nehmen bie 
mflitni SUt^t, fubftitufren in icbem ©liebe betfelben för 
Me <|>au})tg¥5ße, bie ed enttidit, ben fEititf), n)e(cben tptr 
btt(&^ aud bev ftngitten Stetige jiel^n f6nnen* 2Cuf biefe 
tBHfe ;bilbet {tc^ eine SKotalrei^e/ in ipeldf^et ade Soefftjienten, 
ben be8 3(nfang§gliebe8 öbgerecbnet^ —o fepn muffen ^ unb 
tum tict)kt, inbem man fte =o [e|t, ©(eic^ungen, »»obutcfi ^ 
ffd^ bie ajejiebungen jwifc^en ben ßoefftjienten bet ftngitten 
Äet^e , ergeben* @S »urbe fcl^r unbequem fepn, wenn man 
biefeÄ SSerfabren, nm eine äRecurfionSfonnel för biefe ßoiffii 
jienten ju, erbalten , wabten woßte.j ,aber e8 gibt ein fe^r 
bequemet 37?itteC , nm ben tnbe))enbenten XudSrucf jebed 
frfgenben (Soeffijienten ju finptn, wenn man ii)n ffir bie 
wrl^ergei^ben fd^on in feiner ©ewalt bat* 

. ©ie gegebene Siei^e war: 

%ic woQen fte, um eine bequemere @ub|litution ju erj^alten, 

wif bie |)otenj beS ©rabe* -- ert)oben annehmen ^ wo ä 

ober gar nicbt n&tbig ijl/ biefe ^otenjürung würflig) auö^u- 
ffildrb/ fonbem binrcic^t/ ffe a» gefcbe^en anjubeutem 

' & \c^ ol\o gegeben: 

.y uin n n ' n 

SDie gefut^te Stelbe lj)ingegen ijl: 

€«• fo« in ber er|len bon bl^fSen be^ben »eib^n jebeö ©iieb 
twigenommen^ unb för' bie ^otenj t>on x^ »elcl^e eS forber^ 
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bit JßitUff iMüibfbit bui^ eine iia(^'i>d1tit{|m Ml»'-r 

nm 

Z^Y ^ 1^9"/ V^^i fo^genbe abei: o ju feinem Soeff^ietitot 
l&aben. 

%vA ber ge^re t)on ber ©ubjHtxition Ip befannf ; irfe We 
?)artialrei]&en> welc^ie ou8 ben einarfnett ©liebem ber bie 
©ubfiitution erleibenben Steige entfleb«/ fic^ mit einanbei 
teteinigen. SBitt man allgemein ba^ r -j- itc ©lieb ber 
SEotalreibe/ unb bejfen Soeffijienten b^ben; fö nebme man 
äße ©lieber ber gegebenen Siei^e biS jum r + tun. SebeJ 
üon ibnen^gibt, nac^ gefcbebener'Subjiitution/ einen SEbeiil 
jum r + im ©liebe ber 5Eotalreil(|c b^'^* ®<> entfpringt au8 

bem 2Cnfang§gliebe ,ber gegeßenen Sleil^ie, /JXx'*, wenn 
man für x» feinen fingirten SSertb fefet, bie erjte ^artiafe' 

reibe, beten r + ited, ©lieb, /? X . Y jum ßdefft^nthi 
boben, imb barih ben eitlen S5et)ttag jiim Soefftjienten be> 
r + iten ©liebet in ber Stotalreibe abgeben nnrb* pige^ 
mein, e6 entf))nngt auS bem Xxm ©lieb« ber gegebenen 9lei(ie 

Je ^ . - • • . • 

Yx/?+^*, wfnn man in ibm für x/^+'^* ben SSäerti 
fefet; welcben bie Umfebtung berwtbringt, eine Siejbei beten 
(r + i-k)te^ ©lieb bett)Ofgeboben »etben m\x^, wenn man 
*en Sbeil; welchen e§ jum r 4- iten ©liebe ber 5iJbt4ltel(ir 
abgeben fann, unb weldf^er ber äabl nacb Mx lt«e unter 
ibnen fepn wirb, etbalten will. Sollte mm wjtrtli<^ bie 

nra i)in-{r mtd .• 

fMigirte Siei^e x^nY^^ ß: +.Ay ß ß •♦ m6* 
men, Um ani tbr aUmitig au^ x'^ + *.•. x^ + ^^.: 
t^ )U ber€4nen> Ainb bann bt^ @ubflittttiohen btefer ©rifeii 
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mfiitfn. . itAa ijl ab^ auf unfern s^nwiittiim &tmipuniU 
{äuimegeS M^ n5i|i^ £)em} »ir l(>abm angenommen , baf^ 

wenneineStei^ewiey^'ziXx/^ + Xx^+'.+Xxi^+r*., ^ 
Jcgefcen ill/ unb t)on trgenO einer ^otehj t)on x ber 2Bcrt$ 
binrd^ eine umgefe^rte Steil^e borgefteUt »erben foQte^ iebev 
ßoeffiaient bicfer JRcil^e; faß« feine Sal()I ni6)t über t-^i 
binaudge^t, fogleidb in einem inbe))enbenten 2CuSbrudFe bar$ 
jeftcflt werben Utim. Aber t)on aKen bcn ^otenjen t>oh x, 
für toelc^e wir l&ier ble §Bcrtl)e ju fubjtituiren ^aben/bie 
öDererjle abgeredt)net, wcriDen ju unfrcr "Äbffcbt au$ ben fte 
<ra8brü(fenbcn Steigen nur folc^e ©lieber geforbert, beren Sabl 
geringer aB r + 1 ^P* ?^iefe alfo burfen wir, bem ange^ 
nommenen ©efel^e gem5ß; atö fci()on befannt »orauSfefeen, 
tinb fo wirb bie gan^e SReibe \>on Xf)iiUn, woraus ftcb bet 
(r + 1)<« ßoefftjient ber SEotalreibe bilbet^ nur eine einaige 

unbetannte &th^e, nemlicb Y entbalten; fo baf alfo, wenn 
man ibn =0 fe^t; ber SSSertb bon biefer berechnet;, unb 
f^lgli<^ erforfci^t ttferben fann^ olb bie nemlicbe Siegel, wel^e 
fix bie »orbergebenben Gocffijienten angenommen war, audb 
fk ben nd^jlforgenben gültig i% 
. SAi 2Cnnabme, tbelcbe wir, burc^ S3eobadbtung an ben 
Äefultaien beij tpörf lieben Umfebfung geleitet, gemalt b^- 
bin*, war, bem SJorber^ebenben gem'dß/ fotgenbe. SBB^nn 
eine; nacb ?)otenjen oon x fortfd^reitenbc, Sleibe, wie 

I?? = Xx^ + Xx/* + *./+Xx/* + '<^.. gegeben wor^ 
ujÄ. nun eine umgefcbrte Sieibe, irgenb eine wittffibr« 
Bfte 9)otenj oon x auSbr&fenb, geforbert würbe, wie 

r"=Yy''+Yy^ + ^...+Yyb+rd^^j^jplßg j^t)er6oe^ 
fjjfent biefer gefucbten Steibe, biö jum rten^^^forgenbermagen 
eylfttten werben fftnrten* 2)ie gegebene Sieibe auf eincf)oteni 
^f^i^Am, beren ®)eab gefunben wkb, wenn msnx be« b«c 
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gefugten Voten) i»on x, l^iet n, um dit. 4Blfffa<!^ toirMr 
fi>tf<ren| t^ier fotgenben S^onenKn, n^eb^eä bufd^füt 
Sa()Ivbei tftüan^n fioeff^ienten beftimmtr »>ii^^.;rdy «ün 
meiert j biefe ©umme burdj) Un ÄnfangScjcponcnten bcr gegebcj 
mn SUif)^, btottirt^ «nb bcm (Sanjen ba* — äeici^n jtH 



"(H^O 



. ., SSon biefcif^otenj wirb ober nur ein 6o# 

jient^ unb jtpar t)on glciclicr 3öW mit bem gefachten, gcfor^ 
bert* ©ibt man il()m alS'gactor nodj^ einen S^xud) bep, 
'beffen 3a()Ier; ftc^ immer gleich , ber ©rab ber ^ot?nj^ bon 
X ijt, für welken man bie Umfef^rung mad)t, beffen SRenmr 
biefelbe 3a^)I bleibt/ bie üorber alS Sanier be8 i&x\x^6 pou 
fiefcl()rieben ipurbe; n?cIdS)er ben ej;|)oncnren berienigen Votenj 
bejeic^net/ worauf bie gegebene Sieibe erhoben xo^im foDte, 

r — ; — 'A fo b^t man füi bie gefud^te Sleibe ben »erlangte» 

. ßoeffi'jienten* 2Bir l^abm jefet nur ju prüfen ; ob biefe 2Cn; 
tiabme, n>enn fte für ieben ^aü bi§ jum ntn 6oefft}{entni 
gültig iji, and) für ben ndcbftfolgenben jiatt finbe. 

^mn xoit alfo in ber, an^ ber gegebenen abgeleiteten, 9leibe 
itfin u n n li 

flatt ber ?)otenjen ton x, welö^i fie entb^lt, SReibfn fefeeiit 
follen, woburcb, umgefe^rt, bie SBertbe berfelben au§gebru(ft 
werben, fo wiffen wir fcbon für jebe biefcr JReiben, bi§ jütrf 
rreit ©liebe, wie ibre Soefpjientcn'gebilbet fepn Werbern 

(Snd)m wir nun, für bie ai>talrcibe, weldb^' «u§ «Bei 
biefen $artialreiben entf})ringen wirb, ben ßoefffjienten IM 
(v + i)un ©liebes* e^ i|i bef annt, wie iebc einjelne w» 
ibn«n baju bepteogen wirb* 

- • ' ' ■ ' ' IL - 

. 2)ie ^arttalreibe, welii&e au^ bem 2Cnfangegliebe pf Xx^ 

b^l $Dtett|tirteö g^ebpnen oitfj)ritigt , gibt -l^jr (jr + ujh» 
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C^efftknt einw folc^cn twigcfel&rten Steige, tie x« auSbrfitfcrt 
fM^V ^e6ilbet fe^tt mü^, ift ne(^;itit6efatmt; <£r magiarf^ 

ttit^'Y auSgebtärftMctfeen, fo baß j« X*Y bo^ 3(irfatfgS« 
für ben (r-f- i)ten ßocfffjicnten bcr Sotoftfeilic {«^ä 



wirb. ' / 

'pU ^üttiaM^t fxotläft au« bem erjlen ©Hebe ber 

l)OfeniUrt^n gegcbetun; /? X.x^"r«^ mt^e^t, gibt i^r rre« 
@ßeb ju ber ncmncl()cn Äbfid^t l()er. S^ieS aber fonnen wir 
f^ön/ unfrer 7lnna})mz ju folge, beftimmt angeben^ 2ßir 
id^Un We gegebine auf eine ?)otenj , ' beren ®rab — 

r ^ ' J fcpn wirb, (ba l^ier ein rtec Soeffijient »er^ 

lartat wirb), ne](>men barauö beri rte» ßoeffijienten , ' unb 

m^l^liäun ifyx mit — , , , .y > @o ip alfo . baS erjle 

®ßeb für ben TtuSbrurf be§ (r + i>en'6oeffijl€nten ber ZmU 

gemein wirb bi« 9)arti(»[reil&e, welcf^e au8 ber ©ubjlitution ttl 

b^ Ite ©lieb ber yotettjiirten gegjebenen^ ./? Xx'^ "t ^<^^ 
i|ren Urfprung nimt, ifyc (r,-f:,l-i>^®Iicb. ju.ber öefu^tel^ 
@umme beitragen (äffen. @ein 6oeffti|ent aber wirb gefunben, 
mm mm bie gegebene fü^ ju efner ^otenj ttf)etn, mzli^e, 
teit . angenommenen ©efe^e gem<lf> [ba bie $oten( bon sr/ 
metani biefe Siei^e entjiebt, vom ©rabe n-fk*^ unb bfel 
3a^I beS avA i1)x tjerlangten ©liebeS (r + l-k) ift] im dp 
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jfenten ^ergeben Ü^t, unb t^n mit - , , , .^ murtbötttt 

e»Jp oKgemdn iai ku@m für ben 2Cu8bni<f bc« X^+iJ^ 

^ n ^ 

(Soefpilcnteii unfrer SKotalrette — " , , — r-^ • ? X.^ 

"^ + (' + *)* 



c — ^^ — ^Jt-' 



JDie ^artialreilgie enblid^, weld&c au9 bem r + iteti ©liebe 



n 



ber |)otcnjlirten gegebenen/ ß Xx*^ + f' + ^)* ^ierüotgd^t 
gi^t 2U biefem Tin^ixuie ben legten SSe^tv^g. @Sjß xion ber 

Reibe, »obttrdj) f!(jb x^"*"^'"*" ^ tii ber Umf^bi^img enfc 
n^idFelt, bad 2(nfangSgIieb, u)orau$ er b^rr&bpt- . SRon er(iek 
ölfo bie gegebene auf eine ^otenj / beren 6?:})onent — 
rn + (r + i)(y + o.<y | ^p^ ^ebe börauS bm ßoefffiien. 

ten beS 3Cnfang6gliebe8 b^ot, unb gebe ibm ben Factor 

'^t ^^1" ^xf > @ö ijl alfo biefer lefele Septraa 
u + {j + ±)a 

n ,r n + (r+i )ri 

^ n+(r + i )'»^ßT. L ^ JX. 

Sefet alfo böben töir tjoUjianbfg ben 3(u6bru(f, mh 

6)vc. für ben r + iten Öoeffiiientcn ber SEotatreibe ge« 

b6rt/ bie man erbaft; »Denn in ber angenommenen! 

tnn n n ' n . 

für X in iebem ©liebe beffen / burdb Untf ebrung ju finbenber, 
na4r ^otenjen t)on y fortf^reitenber; SßSertb gefegt • toi*. 
SQSir ftrtb berecbtigt , biefen . ßoeffijienten rr o jti 'fe#» 
^aburc^ aber gelang^rt wir ju einer ©leidb^^n^^ tn wüäfft 

^m berfttglrttii Äelbt f&: i*^ nur d» einjiger unWowiter' 
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Q^iientp bir.(r-}*l> ntmlid^, neben (astet gegebenen 
^ft^ t^orlbramt, xoouM ft(^ alfo ber aSectlS) bed erfieren 

& ifi dlfO/ t^enn n^lr jur augenblidCItclien ^Cbfurjun^ fui: 

Mt fiaiiiponitm bai ^Cnfangaglieb be« ganjen 2tu8brurf§, 
m^eil eS bit etgentUcbe, nnbetannte* ®vope entbalt. 2Cföbann 



TH-l 



',i 



(n + <^ tX <X.. + <n + k<y) tX.Vx . . ^ (n + rcf) <X*gX 

®S mag auf bepben @eiten ber ©leicbung; ber ©pmmetrfe 
»egen^ noc^ ba§ 0Keb -— .^X.«X binjugefefet »erben/ fo 



n 



r-fl r + i 



baf alfo a«f ber etjlen ©eite — - ♦ ^ • fX + ^X . Y, auf 

gp 

ber onbern @eite bie Dorige %otm, mit biefem ©liebe,: aÜ 
2^f()ng^ne>e, t)e):mebrt, t)orbanben*fe9n n)trb. 

; SBa8 aber bie/e gorm betriffti fo;i«fit fte ftcb burd() ^filfe 
bä Kigten @a^ed in ber Se^re toon ber @ubfiitution fel^r 
}u{ammeniiebn. SEBit \)(ä>m bier, ivie bort^ ^"^ ^ib^# 
iod(bf f^^n ^fö ^otenj einer ahbern geba4)t n>irb, 

IBir b^^ben eine ixoe^U, xoü^t eine anbre ^otenj ben 
filben ©runbform ifi^ unb voo\>on bie Goefftjien ten bur^t 

' t r 

^X^ *Xr.^. !X| ♦ ♦ angebeutjt fteb« ÄJie wr utn«. Bt« 
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genbe JIwrm beirtrt ^m (t + l)ten ^et^^koMi dnel fNfo^ 
tactS an, teeU^ed axA in ttftm, naöfbtm iita rifm 
eiian mit tem Qtrpontntm ber in i^m liegenben'fMi«} 
multH)Kcirt ift , in bie jwepte gemalt werbim thtmtt 
&tatt biefe^ ^robuctö barf atfO; ienem @ü^t ftenufl^ 

(°'^^+^J^y^'tr+i]a>^e...T gefegt «eri«m 

• 9i«„ «bcr iM = ^, g = -(°-±i^*). gjw^ 
wirb n.(f + g) + f. (r + !)<>=(■' •■^,i^:^Üi) 

■*"G' ^'"*'*^0~** '®* ^^^ '^^'^ ^** ^""** ^"^ 
auf Ut mitm @eite tc$ ®Ui$l&dtS}ett^ene ii>&IIis weg/ DMm 

er^tt arfo -^.fxJx'-^l-'X.'Yz:©. iDdMu« obw fblflt 

SP . 

feglcicl» Y:r — ä**-^' ^* ^' **""" ^' ^ ^'^*" UtamUt 

-/ "+('-+i)«K 
SBcrtHefefet««b,Y=(^^:.^^-^ ''^ V^. 

ttnb auf biefe 2Crt ijl bie ^uWgfcii .bee beobachteten ©efefteJ 
f&r ieben fo(genben ßoefftjienten borge^an. £)ie n>firlli(^e 
Sttd)nmi b«t e« für bie be^ben er|len factJf^^ bew^lefen, «* 
gilt alfo nun in üoHiaer Ättgemelnl^eit* 

a^ 0t flew^iß nietet leidet irgenb eine fonnale Sfec^nuttg«^ 
tegri in ber Ärit^metif, bie, i;>ers(i4)en mit ber Sufarnme«? 
gefe^^l^it beS @egen#anbeS, fo einfach > unb in 2(bft((^ auf 
ben ©ebrau^ fo »eitumfaffenb mxe, atö biefe, eben td 
wiefene , inbepenbente JRegel ber Umfel^irung. . ©ie gibt ba8 
erjle SSepfpiel eine« gaKS, wobep bie inbepenbente ßoefji* 
jientenbejlimmung o^m SSergleicb einfadj^cr ijl aK bie recur« 
drenbe* SBir wollen fie> in Seiten {ufammengejogen, oB 
Stefultat ber bi8l()etigen JSetrac^tungen ^ufammenfoffen* 
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I fhttiBni, .01» ti iia|<»t 'CMn ;«r{t^(ttfK|m ■9f'«&c0M 

SSoit fu(^; irgenb eine vMtpfyAid) jOit.^^omme^ Votem. 
bn^eigiteii ^aui^t^^|e^ turc^ eine Steijlie, bie aul :,a^n({(6e 
Od^ na^ !9omicti bet erfte» y^c^(et^;>,.*a| fwo&r 
tocn $onnir oB. ou^ b^e Goef^^tenten^ auö ben [in bef 
nlin, Steige gegebene^ /©rAfeti abgeleitet wevbe/i ,^ foOeii» 
6efe9}.e.x»* 2tKb4nn ijl v ., . » ... 

+ /'«JL_^,. \ a Jkx :ß V 

. V« + 2*^_.^. . . . „ . , .,... 

IDet einfa#c «ntet il&r entH*^«^/ SÄft# , jutftei(l^ 'aber bw^ 
ienige, weld^et am^5ufigpen üorfommen wirb; ifi ber^ wo 
ni; n, /?, df fÄmmtli4> =i ftn»)* 

SBenn alfo/ um ^r i^n bfe aUßettieine Sfotmel ju fpectanftren 

yrc :?Cx ijr Xx^-^- ♦ • Xx».; ♦.. _, , . , . > - 
gegebea ift, . unb man vpKt^üilsjiA x. bttt;<l^ ^ine Ütei^e iptet^ 
langt/ mUire na^' V^^tenjen »on;y fcctgti^, fo »Mib 

y = •lXx + l.-2Xx•+|;•*a^x^;+4♦•»*Xxn + •. 
feoWe man/efteää aBgemeinW/lbie nte^otcrij \>on x ^abcn, 
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hmmt fe ^fen^?, felbf! (n Um MnoUFeBfkn Sfidk, «if 

Heß! tom te fre» S^t ita(re gefitnbetie tt^ernotj^ (doli 

^att bet cfn)e(nen äoeff^fenten, loeldE^e fle auti i9or^{i()Hcl^' 
«en yotettjen ber gtgeftenen Äef^ fotbert; bmn combteö« 
totifcl) atrtgebi&cfte fBüttt^t/ ben Sotmtln btö ^bl^notn^^ 
S^tfh^et s^m^, (tn bfe- ®tel((e fe|em 2)a aber bäbiifiä|i 
feftte weitete SufonmienjUl^tittg ber 3tt«brötfe niS^€) wftb; 
unb «* oW Mannt iwJrauÖg^e^t werben' b«f ; ^ wie 6oiff& 
jienten einjelner ©lieber bort f>otetiaen gegebenet 9?«!^ 
bere^inet werbe« ttii^iföt/ fo faitn biefe Sttr&iff&l^rimg fe|ir 
wo|I unterUeibek JBe^^^einet wörföcl) • ^ebenen , ^ inbisibuea 
Jbefiimmten Stetige; wirb maxi, wenn fte ttmgefe^ werben 
foQ, bor allen S)Utgen Kaclijuf^rf^^' l^oben, ob ffd^^nid^t 
boS aQgemeine ®ef«^ für bie Somi/ .wbburdf^ dne nnbes 
fHnunU ^otenj t)on i^r au^ebrfitft werben mag/ gteidl^faitt 
inbit)ibuea. angeben' 1%. 3|l bie$ ift^l(|)t, fo wirb ^ 
augeaMidnid^ für {ebe 9^Uni ber ^aupt^ibfe, xoma^ ft 
fortfcbtitt, bie beren SBertl^ auSbrädenbe nmgefe](^rte ^{^ 
aögemein börtHeflen ia^en. 

(Si i^erbient in fiSejiel^uitg ouf bie a%ente{ne ^erfton»; 
formel wof^l bemerft ju werben^ bafi ee SdOe gibt;, wo fte 
TlMnä^men leibet SBenn bie gegebene Steige mit einem 
©liebe anl^ebt, weldf^ed bie $an)>tar&fle gar ni4^ ent^ 
wenn alfo fti unfern testen Seid^en; i^ = o ift, fb f dfl^ 
wie fi^n eben ivxiefSt worben, bk Umfei^rmtgaufbe^ 
SBSege ttnfrer St^A weg« Sn foTc^^em SoQe bleibt ni4^ 
fibrig^ al9 ^att W jweip^ten ^oixpt^xhfe ein neues Bei<^ 
einsuffil^ren. t^ 9ttii)t 

y"* = X + Xi^ + . • Xx'f . • 
ßft ff^ gevabeitt tt{#t umf elftem 6e^t m|(m a(er 
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y^-Xbzür mit6m':u = Xx*4-.. Xx'*, : fe ifl cS 
jljtbmgS m|gli^., X, ob« eine bcliebiflc 9)oten} bieffr OtSge, 
5ÄW& cin^ Slci^fe Wrjiijt^Öcn, We nac^ ^]3ßtcn3m i>on u fort^ 
wfefet . |)af^ möH ft€/ fo ifi e6 getfaftct, in tf)E f5r a frinerr 

6mg$ cinc'SIet^e, bic nacb'^otcnjcft'ton y füdf<^rcitcL aSer 
y^,:6pcf{^i>ntea Wefe« SB^^^ ettt« umtili 

B^^e,lRci^e werben I .iinb fo ijl mnig mtf fcft ßaitjcn ©nU , 
rtjÄung gem^ joerin .nid&t'bTefe..(SDeffiä{cnfcntciJ;cn cAU 
^n auf .gefd[)lo^ene 2tü§brucEe ^lirurfflcfü^rf, ü&<;t conüÄr^i 
^rcjib gemalt' werben foitnen. * ../'"' 

,Sn iebemanbcnt gotte iji ^-aUeml^^mhß-c^ 
ftfinma iwdS) .iipftw JReger jif öottfu^fet)^ unb bie'flefudj^^^ 
8Wl&^ xotm mau [^ie %oxm na^ bi?fer iKegel' Mj^m^^^ 
»i^ moflK4)e/ itt^we^beutige (5oe(^imten,:fr^ten;{ t^^^ 
nwfttretwa ber il^reS 2(nfÄtißö0ßeb.e§.;. i^ü^x ^ in itt ^i)^^ 
m^. Urnjidubm «rnnoßlieb ober ü^tbeutia (e9n JEwii^ j^*"^' 
etft^) in bie SBei^e ber fo/gcnben cimaiifc^t,_ ibnen jfeitu; 
85ef4>affcn|)eit mttt]S)e«t Aber babW fann eö ^alle geben, 
tAKiftifrd' ^mbepenbettte*6ö'eff?i[ietttenfte{li«i^^^ f em;f .^w*i 
i^ung ju finben.fd^emt ;/^er aEi$eftteitte.2C«§bT«df .^r ^n 
rtcn ßoeffijienten ber au^ ber Umfel&rung entjtanbchen JRei^e 

^S Sactor Y^— ^.^.,, neb?n einem ßoeffiaUnterl t^x 
?)oiteij btj %q^j "/^al^^ .wuvbej gegebenen Sltfif'. 

wlriil jf4<in{j eö wirb jeSeSmiü 'tinUit<n„wma n^ta—6; 
flJfJ'VilöP-i'^./IDAm aKbitm' witb ' j»<ir ni4)t W^ 9?f«rbÄtt" 
5>ot«ra b« aegjJbtnen J»d§e f w»?t#e tjiftoi» («pnr''fi!5f)]-»6Jr 

iiwten Wallten foK, —.möiit^weÖfc^unflwlRit^^tuettfii*», 

@ 2 
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3n alktt %iUm alfo, wo bie Dotcttj bet trotzten ^J>(gt&f«> % 
mlä^ man verlangt/ einen ®rab l^aBen fon, bet baöUmgefe^e 
Don irgenb einem SSietfa(^ett ber 2){fferenj fjl^ toel^^e in %» 
^rogreffton bet apponmtfxi, bie in ber gegebenen Steige liegett, 
ftattftnbet, !ann bie {nbe)}enbente Siegel bet 9to>erftbn ni^ 
angewenbet werben, obgleid^ oUetbing^ eine ttntfe^rmtg 
mh^UÖ) ijl, ttnb auf bem recurrirenben SS^ge bie Goefftiien^ 
ten^jöefiimnuing burc^nS feine Sci()n)ietlgfeit finben »Ölte» 
^n folc^em S^^IIe wirb man aber boc^ ni^t gezwungen fei^^ 
bie* recurrireftbe Sepin^mung als ba» elnjige *^f«mlttel i« 
ergreifen. ®enn x+» nfd^ gerobeju gefunben werten fonir, 
{o bnz^nt man juerp x-«» 585enn für irgenb einen ®ertlj 
t)on r bie ®r6^ n + r^rzo geworben ifl, fo wirb ebem 
b.e8wegen -n + i'dtiiemaK no werben ttmten. SHe 9^1 
ber inbe))enbenten S5efiimmung gibt alf^ unfef^bar aQe €oef ^ 
jientcn ber dttitf^, weld&e x-« htr^^^ Umfe|^nmg bai|beBr. 
Jgiat man btefe «et^e gu foioitt ©Hebern; afö We eigentBft 
gefuc^^te entl^alten fottte; fo eti&ebe man fk jtir Dotenj beJ 
®rabc« -1/ iÄ)er finbe, nacj^ ben befcmnten SiegeBi ber Siu 

t>{f{on -^. Kttf biefrm^ frei^ etwas inMnN^JSege, 

wirb fi^ ^bennodS) baS SBerlangte erlj^alten laffen* 

3Ran Unn tnbeffen, oi^ne fo t>iele UmgSnblid&Wt^ uab 
aui bet iitbejjenbentett gotmel feftjl gerabeju^ ba8 ®efu<^te 
bennod^) erfialten, wenn man ftd^ eine 3Crt ha SU^tni 
erlattben MU, bie in bet Sl^ ben aBgemeitien Siegeln ^ffig 
gemaf ift^ unb infofern feiner weiteren Ste^tfertigung beborf. 
Senn n-j-rJizo; fo jgibt aDerbtng« eine |)oteiij berSlefl^ 

Xx/' + ?Cx/* + ^;. + Xx'' + '*♦♦, beten Stptmmt 
Cß^^ f^it fW, ben »otalwert^ feet f)oiittjtinmg 

rzi, fo ba$ atfo aOe fotgenbe (Soefftaienten in feinem 
JCnebmcfe r: o fc^n muffen* 3liemanb wflrbe |l<b otfb bie 
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to Im^ete SSBett^ Mef<ft Soef^ienten, wenn man i^n erß, 

i^^t, ^- - ju teftimmen, fiu^te, uhlj ^mwi^ In i^ 

ttH-»*=o fe|te, well olle aftctie tft^Obtn bm goctor n+^* 
mifWÄÄt €n«j)alten, attc|> fo =o gcfunben wctbem Unb fti 
>«rOffi^ tnwg WefeSBm4^ttna unternommen wertem ©enn 

mqn ^at bem ßoeffijienten no(& oußerbem --37^ ^1^* 8«tw 

*!^egeienj ein KiiÄnuf, »eld&er ffir fi^, ipenn n + r^rro 
#5f!ttt'i«t*> atte «ritf)mertf(^ SRan ^ebe 

«Herten ©{t>i{!pr; twlc^er in i^m \>i>aonmt, i^&^n itn 
^^Mtft, toadftn oOe SSfyäit teS 6oef{t)leiifea enti^olten/ ni^ 
*««, »aS fitolg Meibt, wlrt) eine reelle, uÄjweijbeutifle ®r6ße 
it^n/ «8 ifl lefc^, itj^ t)w ber Sti6)ti^tit Mefer JBe^aujptung 

fo m, na^ t)ix ietamitn Siegel te* ^jorpnowüfciljen 8el&t« 
fkie« wn (Xx/^+ Xx/? + *. .)? tet ßoeffiaient l>e* ««" 

€^cbe9 -;»--'2(pS5'Xf»>j).'C>! ©efef man fi» p» fefnen 
atort»- p-(p-l)..[p3.(h.-i)] nn We @t«ae, unl> fonbert 

itih, weil {]()n aHe JBinomiakoeffiitenten deme{nf4>aftti4> 
Mben, ipn Sactor p aB, fo »ict» jener Soefftiient, t« 

■ifc n$^ mifeAem hm^ " mulftpIkW werten foB, 
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■.'/••f.- ■•••••. _ '•" ;■*!■ • * *•■■.->:. ■'•; 

^iCJKmmun^j ,fapii, wa« yie Stt$el ^n inbf^nbfntei. ^^ 

^ aicntenbeilimmung ffit bje oug in Umfil&nma erforaept« 

SlH^e iijüc^> fn ftge» ?>m giOen gcBwu^tiV »0 ffe <it|' bjj 

«rjl«» ^{(^ ^ox ^i^t ^Ji^nbfiAt ^^ie^ Kur t?et fiötf Sf^ 



::.'■ .00; 



«0«.' b^n eut-ttitfiunftgn, tie bttjdj Umtt^»»>9 bet 
, ' «eilten müglit^ wetbet». 



©ne nod^ t>iel öHfltttteinere SftifgaBe, oK Meienta«, wcit^? 
aut ttöifcetttna ba Steffen SJcranraffuna 9<»b/ iHmfoXsmÜ 

»eicD« iraenb eine Smction in tinm (b.,l&. ftaenb er» 
mmemtt HuSbmi, mlä)tt ftd^ «u» «)t «nb ötibcm la 
fönntw 9h!bettar6f«tt g«Wl>«t l^at), t{itet Mieten guit^teii 
Ut anbeoi aUf^ö a<fe6^ «irb; gR(m, JBe|laM|. bim •Sgertt» 
werc^P «Ine, öldcftfaltö «rfOfi^I^; gunttfon bet eitKitwii 
bfe&jt bepbtB |)out)|at6ß«n. cr^a(t?n ^/^^ ^ gi^ 
«iSatbrü«, welche «ati ^ofcnjen V» «nböo ^ü^tj^e 



fittt^Mi: 9tan UiUnt ft$ ber B#en 9^# ^/ X' !"^^ 
man fte i)Ot bte äeld^en geiDiffer |)au))tg¥6pen feftt, ttm ba« 
k$t^ Un ttttbefttemtm IBefrif tm telitb^ ffUttctfonctt 
bkfn^r&Pe 4m Xfl^emetaen an^ubititem @o louttt affa Me 
obige %ufd<^^ in Seichen: Wtan ^t bie (Stei^Hmd 9 (sc) rt 
^(7) unb Dtttongt nun x (y) ^^^ ^ne na^ Voten^m Mn 
x^ftfd^enbe 9id(e* 

' <I6 i^ mh'ltä), ffiv bte^Xtt^fbnä bfefer Vttfgabe eine att 
gemeine {Reget ju gebet}/ fofofeirn ff^ lebe ber bre^ 9tsn(Ho< 
Mt, pown b'er bie »ebe Iff; ßt eine !Rei$e, bie hdc^^yö^ 
tenaen ber in il^r mt^Umm ^^aui^tgr&fe, mit @pp6mnUn, 
bie in Itgenb dner (wriifi^metifc^n ?N^e^ cnfc 

«einrißt. 2){e Stegeln-foI^ierSRttiridlnnsen gi^ 
bbif^in tH)rgeAfdgene S^eorie. SBir nel^eti olfa biet mt^ bof^ 

y/(y) =: Yy/^ + Yyi* + *: ♦ + Yy/>tf»** • 

Z (y) = IJyr + ^yr-4^^ . ; + ^iZ^^^. . 
gegebene ®^&gen ffnb* , 

Der (Stong ber «rbett Mbff, welche n^«]E)% Ijl, »w x^ (y) 
burc^ eine Sleibe baY3ufkSefi> tvel^e mi^ $(bfett^en ^im x 
fbrtf^rrftet, »frb fMgenberfe^ii. 

. ' . * . /.'^ '* ' ' ' 
. S»An^ nenne ßr , tjea 3&ige9ftfiif V' (y).^;©^ ^ ^ 

man./ weil y (x) — .^ (y) (^n. fpBte/ iUfsjft: ;^ 

« = Y.y/? + Yy/* + *; • + Yy^+'*/» ** 
^n fc^n man, t^rm%e ber atfipietfloq^rmety ; fftr jebe 
l>oten} t)on y ben SBertb .bur^f eine Steibe ftnben, bie nac^ 
9itoi$m pw n fortfit^itet/ SRan fim Alfio febe» €ißeb 
btt britfen tMf)t, n>e(^ % (y) borfteS^/ auf biefe Steife 
ttttü^ e^ tf«# ^otensen iH>n n föetfc^itenbe flform tau 
IMlem dp bfffeS gefl|e|ir, (0 btAU^ man nnr {tt bebenfen, 
bdf *rr^ (y), jugfei^^ :r v<x) vm, mftftfn ber SÄrtft> 
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< 

+ Xx» + f.d ^ } j)aigt#ett tooJbentetiu IBton ftfle «ÜÜ 
ia U^m @(iebe ber $9tm, .YoeUi^e..x (y)/ «od^ 9ofnt3€ii 
w; u fortfi(it^re{tenb, degetot ^ot, fk u tiefe b^te Steife an 
lik ^4(?i @P fntmkfeft fce ft(^ in lotttei fltct^ett, wm« 
lebe felbfi nac^ ^otenjen t)ott x fortg^, imb th<m n!^ 
iri. bem 3nbeg?ife b^vfelbfn b«n txtlattgten SSktt^ fitr ;[.(y) 
^^^.('^ .^i>i^ ^^i^^ ento>i<fe(t| in bmn einaelnm (MfbetktWT 
^ötenicn t>ptt X mU.b'ej^fmmt^n (5«)cffijlcpten, üo^fomme» 
wert)em ."' / 

,®o .{{l bec (Sottg biefet 7(rbeit leu|^t befc^eben, unb 
auf befamtt^ 9iegelii ji^rMaefä]^. 3(bev bie to&Htd^e 2Ctt9< 
ful^ruttg i{l m\^^ itnt»eq9;eibHtt^eY Seitl^u^^eit Deiit^tben; 
bie Sonn M dJefuItatö toirb itifamntengefe|t, unb bet oü^e^ 
meine XuSbrud beffelbett in Belegen tann nic^t anbert aß 
fe^ir üetttrfff Ät oMSfaH^» ! . . 

SBa* ben Ä^opg'beT 2(rbett *eniP, wo au* ber gefle.- 

benen Keifte, u=:Yy^ + Yy/*+*. ;4-Yy/*+»'^, b'tar* 
Umfeftm^g, för meftrerev n^i^^f ^mmn ju befHmmenbc, 
5>ot?Pie9- iM«i y, öleiften^; bje w*.?)<>tenjen inm « fortgeli»; 
^abgeleitet werben foden, fo ifi bi^ .g^ae, b^ aQgeoteineii 
8iet>eiiton«fottneI ^txah^^ unbebingt möglich), aber jebe biejet 
Öfeiftemwfrb- eine eigene ^CWgtefffon bet ©jqponenten befom^ 
men, unb alfo an eine fernere Xbbition berfelben imltffflcs 
meinen nicl(>t ju ib^ilen [a^vt^ 

'^- SBeitn tftan olfo jweptin« t)ertangt, bie befannte 3tdje 

unb in febem (Sßeb^ w^ iftr, ft^tt ber ^en^ Dpn'y^ \M 
eö enthält, eine, burd[» bie^ ebe9::^t>or^in bejeic^nete U«&|r»iis 
in ftnbenbe^r sieifte^ bie :2iad^ §)0tenaim t)0n u fori^t*, )8 
fii^, fo jamt.te gfffftelfn, okr Wef^ «eilen werben f<<! 



tti4|>i|Mti;(j& nMlUttTtbmon diei^l^ev ©Heber in efau 
Setobeife i^m loffen; foubem ti^en. einander aB S^e^ 
^liiBii-jßeYfitiigundritttt ia^et^etttettoeiä^ !aan, fte^n bleiben» 
SMtenmi« atfo Un Sntb üon x (r) i» ^^^^ 4%mefneii 
J^itettdl i^tmmenf^ffoir fb xui^^te man fix iebe Sleibe, 
m$bä^ti aföSklett in itd[^ entl^ätt, einen aSgemeinen %taiiuä 
tfim^yrnwin^ bie IBinung i^m tinjetoen ©Heber täannt 
iMTbun jföjnntt«. 9lun. ent^^ngt bie tu untev ben Steigen, 
«itfd^*^ b«n SSef£^ bon. x (j) animaifym, au& bem tun 

^iebe \>it für x(y) gegebenen Steibe, |)yy+^-^; wenn 
^an in ibm ffir bie 9>otenj t)Ott y, mi6}t ti entbStt/ ben 

,^9^(^jf^t, mtclier Otts ber Umf ebmng b^ 9jteibe nzz^j^ 

-f^y'''^^**+9y^+'*- erbalten »etben fann* 25em 
WÜtmnfet!' ©efefee ber ttmfebntng gemo^ entwicfett jtcb 

yy+'-^ in eine Sleilde, wn »etd^er wb^immt baS^te 
©lieb fcpn wirb: 

Sloit flebe i^ fce» gfttto«, werc^cn yr+''^ b«9 f[4» fft^, 
«qb wan «»i6ilt H9 ^»eOHeb berrtenSleHie, woraus x(y) 

,9PS[<m b^t in t^^^ ^ot in biefem 2Cu£brtKf baS gan^ ©efe^ 
ber ignt'wicHung ton x (7% ®i«fe ©J^oß« fefet \i^ au& ©liebem 
jjttfammeni Doi^ beren i#beä eine JReib^ if!, weldj^e nad^ ?)o« 
«ftijen t)on o forfgeW* Ätte biefe «Reiben ffnb in Ta>fiä)t auf 
bie Sttbun^ ibrer ©lieber einem gtmernfcb^ftti^en ©efei|e un^ 
tenoorfen* Jffiin man bie erjle »eibe baben , fo fefee man 
V 2: o > nab : niMif . kvirb , toerni. aSfmiHg aföbann fht qtk 
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ffrrt^i «^; I, 2> It« ft«^ ^c<|t «kthiity l^rt '^(eKlMti 
QWelbev HQd!^ ber Steil^e Mommen* . fEfevIangl tnmt '^«%|| 

»tf Wef« %tt ^ttfä}Hi^\>f xob^ nm cmms <iti8^ itiHMf 
XUStotA im iMiSfUnbiseti fSert^ wn x Cr) eiit)»äM^ 

SOier imn ifi n^ to li<l(e ]S^ t«r «kbdt ^ 
flMfe u^ n(i4) n)erclftec Mt etojtfmti Oliebtr bei flü^ 

X foxt^^U fSHon muß airo f&r fte no^ il^m aS«% 

v;;r^x<f^X Ttmm 

voixi fiä) iebeS @Iieb au» aUm Un Steilen/ tpeU^e Mtetot 
bcn aSih«S> 'm z<y) ttii^^ fcB^ »febb fti dn^'^im^ 

txMidftStiü)^ entwidfeltt. JCagcmcfn :. öuä bem qtoiQÄÄe 
bqr xmStdiif^j }f^e, x(y) in {id^ fafit, i&irb, inMqf^ ci 

iin u WelMenji! /> cntf^tt, wenn man ^» 

fdnm SSkrt^ fubfittuirt, eine mm Kei^e entße^n, wni^ 

^er attgemcfn , ba8 . Itt 0ücb fciirA ""^ ^ X 

XV' ß J angebeutet »erben fann/ 

©e fp alfo ber SBert^ bon ^ (y) , wenn wir 2Cae« in eftien 
ÄuSbrurf jufammen fajfer? woffen, dne Sufamntentf^tttitiji 
m^ferwt Soften,, »on benen abef iebe« ©lieb felbjl tPieber 
burc^ eine tinenblid^ Std^e bargefleUjt ' werben v^yx^ S3S 
xciWi für bie rtcSteil^e/ worauf ^Cy) bejleljt; baS qi«®fl* 
ttrtffen, fo ijl bafffefte dne f»e{^e, in weldj^er nnbefttmnrt bei 
AteÄ^eilburd^ 

^iC_2^f-\ (. ?—>.—?—■ i 









. {^ Jeine weitere Bufammemiel^una m5glic(^« @{e t)er^ 

arelitirt öor3efd()riebenen ®rabc8 , \>/m gegelJenw Äpnnen, 

t «Ijfo bur(l(>|)mfe be8 por9nonö(a^eöi!ef)rfa|e§'^totmet'V>^^ 

tpqibefV ^'^'f^'f^^^i^^^i^^Q^^^i^ aN^.fiukrbiiMS eine 

tinf^ijmiit^am, \o'U$ We. SKotaCreil^e, welche ben 

)tffle](!enbe^ jn wefd&cr bie gyponenten ttne orifl^mejifcfee^ 
iiPOT^ ßioB^fen, jufantmengejoäijt Werben fdnrf. ' 23w 
'Öj^^ei&r<,bwt ber ©ubpitutton /ö(?ö[?^eneh ©ebbiomtflerv* 
ler tAien bie Äotalreil^en, weld^e bnrdS) Stf&jiitulWn »oit 
^ rMmV^ entließ. pclj.Au einei?.ieinjffle?i/.4*nH* 
M^KW5JW9«r lonnteÄ fogteifjl^, Wwen^ »w .bwe 
?W,S|«e,>p<i<ei; ju ^ntn)i$ftfn*, jD ;.: . : / 
. 96 mag nur einer, «on- tiefen %aUm, aI9 S3e^f)>{el, in 

> .fflieö«|)itt|«^j»(x)=nXx«^-.X*^>^-;+X^x?+?^^ 




Stcm U^t, bur^ emi Sieil^e, bie na(!^ -^otehaen tfonxfort 
fefe«/ J^#;(tt»ttFr. einer SSorauöfefeing, .»% fir W " 
Ww^eM W^H^T^i^tßti Jn .w>elc^er . bie i):)?c^ten ^ 
lieber einer einjigen aritl&metifd&en ^rogreffion erf4>einem 



, SRennt man, njie bor^inA ^(y) = »j|; fo n^irb/ imö) ttm^^ 
HNffid' bet^;9t€i|e-|br ^ (y), ber SSert^ Mn y b^re^ ibk 
nacf^. ^otenjen t)on u f^c|qu:tfenbe Stei^^e gefnnben, beren 

(j»on,e«ftw,>n«4j b«j?)rog'refjtoii -^, J+'-«^ ^f*^* f^ 

§^;. 7^ b.tef<i? 'S^eil^ iot fiatt o bU erßc^ anm^^viWf 

X-x'^+Xx^'T-ö,, fyj^lliftijrt tt>e);b<tr. S){€^infa(|>jfeSJo^- 
^re|nnsi unter 'iu)iehj[^er bre au4 biefer &ßh^lpation etit- 
f|lrbigi9fAfciK ^rtioT^ t^ereinigen^^ (p, bof 

dsr— * fe9. kennen wir, jurJftffirjung -z^c, miO^tn 

»te c^; f0 fjl öffbr^bleju lifenbe Aufgabe f(^läenbe. C« Ijl 

Xx^/'+Xx?/? i^<.4.Xx^i?+'^<^..=Yyi^-f Yyif+' 

+ Yy/»+r<>.., sRon öj^tjff.bur* eine «ei^, We tia4> 



^ \ 
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SUi^t V, fo gibt tie uwamäbm 7imm»m^ txi 8^ 
ponSfOTintl fifa X« eine. Oti^,. nA(|f ^att^m Mit« 

fotfge&ttrt, bwttt litti@t{«t> oHgemeiri tam^ C~Sa)* 

^ /^ -'X.u /^ on«8ebrÄtft wttben <atm. Sftm 

«HB m«! nod^ in tiefet 0MI>e für o ben SSBert^ Xx^ß 

+ XxCi*+c*., fHb|iihjitett. ©o entpebt öu8 jebew 
©Hebe »Ott ibr eine neue 0ieibe, tie fi* aber mit ben aas 
bem iu einer einiigen Sotalteibe Mreinigt. du bem xm 

•®Iiebe biefet STotatreibe, »eI4>e« x^c + er* entbatten nof, 
tragt i«beS ©Heb ber erflen, na(b f)We«aeri »oh a fortfie^enben, 
Dorn ^CnfangegTiebe att/ bi6 sunt rtm eineti 2b<U be^/ ttii^ 

bin ba8 Iitf®Ii«b, . xoti6^ a ß < in ^ f*Heft, ben 
htenSEbeö ju jenes gefüllten ©Hebe« eoefftjlenten. 68,1^ 

aberöon« ^ =(Xx«A + Xx'^i* + «*..) ""J^ 

ba« ®fieb, »]^I(be8 x° '=+*'' ^ entarten «wtb, in feiner 
Reibe ba« (s-h)u. ©ein SoeffTiient ift, in ollgemcinen 
•n + hcK 

Seid&en «««gebrürft, ^ - <* -^X . SItatt multipßcir« tfyi 

n+h* 

mit bem »acfor, welcben u /* bc9 1!(^ ffibtt«, nnb 
man bot für ben Qoeffuienten beS rttn®iiebeS betieniaen 
Reibe, wobur<b ftcb x° berecbnen l5ft, benh»«nab«l = 

.biefer gormef einen eihjelnen €oefpjientett berei^nen, fo be* 
jiimme man ^uerjl feine 3abl, r. JClSbann fefee man, obne pe 
»efter ju anbem, für h admaitg aUe ganje äobTen na* ber 
Ketbe, aucb o mitgcre^net, unb man wirb bie fucceffi»«n 
©lieber, beä Äu6brutf8, »eitler ben .ö«j\idbten aoeffiAienten 
bittet, erwarten. ^ 
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@ t fl e 

JDfc SSinömialcocffljletttctt bcr erUcn 

SHe Säulen bet neBendnanbetfte^enben Gotnamm ^ 

faccefftven ganjen ^oft'ttven |)oten}en} otctical genommm, 

vra gatijett negatioeti. 2)te gattje «^eOe ^^flegt 
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210 
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924 
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36 


120 


330 


792 


1716 
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165 
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1287 


3003 




10 


55 


220 


715 


2002 


5005 




11 


66 


286 


1001 


"3003 


8008 
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12 


78 


324 


1365 


4368 


12376 




13 


9i 


455 


'1820 


6188 


18564 




14 


105 


660 


2380 


8568 


27132 




15 


120 


680 


3060 


11628 


38760 




16 


136 


816 


3876 


15504 


54264 




17 


153 


969 


4845 


20349 


74613 




18 


171 


1140 


5985 


26334 


100947 




19 


190 


1330 


7315 


33649 


1345Ö6 




20 


210 


1540 


8855 


42504 


177100 




21 


231 


1771 


10626 


53130 


230230 




22 


253 


2024 


12650 


66780 


296010 




23 


276 


2300 


14950 


80730 


376740 




24 


300 


2600 


17550 


98280 


475020 




25 


325 


2926 


20475 


118755 


693775 
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3276 


23751 


142506 


736281 
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378 
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906192 
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31824 

60388 
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88^030 

118404Q 

1660780 

2035800 
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336Stm 
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5379«iff 

6724^ 

8347680 
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Z alf ttlt* 



inU ^äviith 



,'•*' ^'V: 



..I» c'yJ'») 



bea^ blaQoml genommifl^ W« IBlnomiakoeffJjfenten bei: 
öttb babep mit abtt>e4)felnbett 2ü^m, bie bcr fuccefits 
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^t ae^n ecftm-®l{ebec einer tmjbeffmmtett 9>oteii| 
einefl mdgtt^)!! aOgemein auSgebcfi^m ^oipnomiumS 
■ • ' ' : eat^dtenb«; - v 
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+"fB«"*'l2ab«c» 



xii#+10l 



dummen im (ridgifd^en ©^ftenu 

9tobttl =: 0,43429448190325182765. . 



MC. 



9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
. 2 

8 

7 
6 

^^ 

4 

3 

2 

1 

9 
8 

7 
^6 

4 
3 
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1 



€e«<irHi^mf. 



96424 25094 
9030899869 
84809 80400 
7781512503 
69697 00043 
60205 99913 
47712 12547 
^0102 999« 



39324 87459 
91943 58564 
14266 83071 
83643 63251 
36018 80479 
27962 39043 
19662 43730 
63981 19521 



27875 36009 52828 96154 
25127 2505t 03306 06980 
23044 89251 78273 92854 
20411 9982^55924 78085 
17609 12690 55681 24208 
14612 90356 78238 02593 
11394 33523 06836 76921 
07918 12460 47624 82772 
04139 26851 58225 04075 



03742 64979 
03342 37554 
02938 37776 
02530 58652 
02118^990 
01703 33392 
0128^^72347 
00860 01717 
00432 13737 



40623 63520 
86949 70231 
85209 64083 
64770 24085 
69938 07279 
98780 35485 
05172 2^17 
61917 56105 
82642 57428 



da«f. 



9 
8 

7 
^6 

^4 
8 
2 
1 



to^atit^Mt, 



00389 
00346 
00302 
00259 
00216 
00173 
00130 
00086 
00043 



00039 
000^4 
000^ 
00026 
00021 
00017 
00013 
00008 
00004 



11662 36910 52172 
05321 095Ö6 -M616 
94705 5361800717 
79607 19*8 59231 
60617 66507 67623 
37128 09000 52977 
09330 20418 0860 
77215 31226 91249 
40774 79318 64207 

06892 499lb^l^Qtl 



72966..8S363 ( 
389978481^4^ 
0498$ 47300 3Mtt 
70929. 72299 2(1^ 
36830 58464 im 
0268805227,06100 
68502 11648 9570 
34572 76862^6964 



900003 90847 44584 16739 

8 00003 47421 68884 03^ 

7 00003 03995 49761 39669 

;6 00002 60568 87215 39548 

|5 00002 17141 81245 I5tl4 

h 00001 73714 318& 80922 

3 00001 30286 39028 48926 

2 OOOOO 86856 02780 32676 

1 OOOOO 43429 23104 45319 
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da^i. 



^ 



eo9aHtdme. 



OOÖOO 39086 32748 30828 

'- 34743 41957 87671 

30400 50733 15761 

— — 26057 59074 16011 

21714 66980 85333 

17371 74433 26642 

13028 81491 38850 

— — 08685 88095 21870 

— — 043*2 94264 75016 



00000 03908 64857 82377 
03474 35446 54844 

— -»•03040 06030 93018 
02605 76610 96898 

— — 02171 47186 66483 

— — 01737 17758 01775 

— — 01302 88325 02773 
00868 58887 69476 

— — 00434 29446 01885 



00000 00390 86501 61240 
— — 00347 43557 16262 
— , — 00304 00612 66921 
w — 00250 5766B 13247 

00217 14723 55229 

00173 71778 92869 

— 00130 28834 26167 
r- — 00086 85889 55121. 
—-00043 42944 79^32 



^m. 



Co^atit^me. 



OtOOO 00039 
~ —00034 

00030 

-00026 

00Q21 

— — 00017 

— — 00013 

00008 

00004 



00000 00003 

— 00003 
00003 

— 00002 

— 00002 

— 00001 

— OOÖOl 

— 00000 
QOOOO 



08650 31954 
74355 84133 
40061 36268 
05766 88360 
71472 40499 
37177 92414 ' 
02883 44376 
68588 96294 
34294 481^9 



90865 
47435 
04006 
60576 
17147 
73717 
30288 
8685B 
43429 



03354 
36538 
13723 
68906 
24090 
79273 
34455 
89637 
44819 



00000 00000 39080 50337 
34743 55855 

30400 61373 

26057 668M 

21714 72409 

1737177928 

— , : 13628 83446 

— . 08685 88964 

— 04342 94482 



't>\t weitere gortfcöung biS : 1 + 



10' 



ifi offenbar 



&bnßfifftg^ ba bie Sogaritl^men biefelben bleiben/ unb mt 
^Amiilfg iebeSmal eine ©ecimaljleUe \i\mh geben, mm 
Üt Slennet be« a fcen W^jl b&beren JRang annimt, fobalb 
bfcp» »ang fibet ben jebnten . binauS gebt. 
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Safts =3/718 28182 8459 0452 35 36028.. 



da^C. 


€o0«vit0me* 


1 00000 00000 OOOOO 00000 


46/05170 18298 80913 6803^ . 


< 10000 — — — — 


43,74911 67668 86867 99634 


1000 — — — — 


41,44653 16738 92822 31232 


100 


39,14394 65808 98776 62831 


10 — — 


36*84130 14879 04730 94429 


1 00000 00000 00000 


34,53877 63949 10685 26027 


10000 — — — 


32,23619 13019'16639 57625 


loeo — — — 


29,93360 62089 22593 89223 


100 — — — 


; 27,63102 11159 28648 20822 


10 — — — 


25/32843 60229 34502 52420 


1 OOOOO 90000 


23,02585 09299 40456 84018 


10000 — 


20,82326 58369 46411 15616 


1000 — 


> 18,42068 07439 m^m 47214 


100 — 


16/11809 56509 58319 78813 


10 — 


13,81551 05579 64074 10411 


1 OOOOO 


11,51292 54649 70228 42009 


10000 


9,21034 03719 76182 73607 


1000 


. 6,90775 527a9 82i;$7 05205 


100 


4,60517 0185^88091 36804 


10 


2,30258 50929 94045 68402 




eogafft^me. 


Baf>U 


l^garit^me. 


9 


2,19722 45773 36219 38279 


9 


0,06615^ 76962 41052 33234 


8 


2/07944 15416 79835 92825 


8 


0,07696 10^11 39128 32498 


7 


1,94501 01490 55313 30511 


7 


0,06765 86484 73814 80527 


6 


1,79175 94692 28055 00081 


o§ 


0,05826 89081 239(75 77553 


5 


1,60943 79124 34100 37460 


3l 


0,04879 01041 60432 00307 


4 


1,38629 43611 19890 61883 


4 


0,03922 07131 53281 29627 


3 


1,0986122886 68109 69140 


3 


0,02955 88022 41544 402T3 


2 


0,69314 71805 59945 30942 


2 


0/01980 26272 96179 71303 


1 




1 


0,00995 03308 53168 08285 


9 


0/64185 38861 72394 77599 


9 


0,00895 9741371471 90444 


8 


0,58778 56649 02119 00819 


8 


0,00796 81696 49176^7351 


7 


0,63062 82510 62170 39623 


7 


0,00697 56137 36425 24210 


6 


0,47000 36292 45735 55365 


n 


0/00598 20716 77547 ^378 . 


^5 


0,40546 51081 08164 38198 


0,00498 75415 11039 07361 


4 


0,33647 22366 21212 93050 


4 


0,00399 20212 69537 45300 


3 


0/26236 42644 67491 05204 


3 


0,00299 55089 79798 47881 


2 


0,18232 15567 93954 62621 


2 


0,00199 80026 62673 05602 


1 


0,09531 61798 04324 86004 


1 


0,00099 95003 33063 53317 
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S^&i. 



^ogartt^me. 



0^00(389 
0,0007?? 
0,*X3Ol>9 
a0(1059 
0,000^9 
0,0fK>39 
0,(X)0:29 

0,üü009 



95952 
0fi801 
97551 
96:00 
98750 
99200 
99550 
99800 
99950 



42836 
70564 
14273 
71957 
41651 
21:j36 
08997 
02666 
00333 



02301 
3321 n 
34191 
61553 
04793 
93537 
97548 
2667^ 
30831 



Bm^ 



QtWOOB 
0,00007 
0,WW6 
0rOtX»O5 
0,00004 
0,00(X)3 
0,00002 
0,00001 
O.fMKM) 



99959 
999f^8 
99975 
999B2 
99987 
99992 
99995 
99998 
99999 



50242 
00170 
50114 
00071 
500U 
00021 
50008 
00002 
50000 



9^360 
55043 
32734 
99070 
66511 
33269 
99979 
6^iö03 
33333 



0,00000 S9999 

— — 79999 

— — C9999 
^ — 59999 
-- — 49999 

— — 39999 

— — 29999 

— — 19999 

— — 09999 



59500 
68000 
75500 
82«X10 
8^7500 
9!?O0O 
9550O 
9B0O0 
99500 



24300 
17007 
11433 
072tJO 
04107 
02133 
00900 
O0267 
Wim 



0,00000 08999 9!)595 OHOJi 

— 07999 996a) 000 J 7 

— 06999 99755 OUO 11 
*— 05999 99B20 moül 

' — 04999 99B75 00*J04 
■ — 03999 99920 00002 

— 02999 99955 OOtXll 
^ — 01999 999SO Cn^JO 
' — . 00999 99995 OOOOO 



tD^aiit^mi, 



1,00000 00899 99995 95000 

— " 00799 99996 80000 

— — 00699 99997 55000 
_ ^ 00599 99998 20000 

— — 00499 99908 7500<.) 

— — 00399 99999 20(100 
«-, ^ 00299 99999 55000 

— — 00199 99999 80000 

— — 00099 99^99 95000 



0,00ötK) OO089 99999 95950 

— — 00079 99999 96800 
^ ^ 00069 91^999 97550 

— — 00059 99999 98200 
-^ — 00049 9rH>99 98750 
_ _ (H-K139 f*99n9 99200 
^ -« 00029 99999 99550 

— -- 00019 999^)9 998^KJ 
-^ ^00009 99999 99950 

0,00000 00006 99999 99959 

— 00007 99999 91^966 

— 00<}f)6 995-199 99975 

— 0<K)05 99999 99982 

— 00a)4 99999 ^^87 

— 00003 99999 9999 i 

— 00002 99999 99995 

— OOOt^l 99999 99998 

— 0(X»00 99^K*9 99999 



0,00000 OOOOO 901:00 IX.KIOÜ 

— eHx.00 OOOOO 

_ ^ 700m 0<)000 

^ ^ GOOIH) OOOOO 

— ^ — ^ 51X100 OOOOO 
_ _ , 40000 owoo 

— — 300OO OOOOO 

_- _ 200^ io on(XJO 

— — lOÜOÜ OOOOO 



' -n nm' ' * * ^ 
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»le Jormfrt: 2134, \2^f 32^ 1432,^15, 1243/ 134, 
Xtt 3i, 43, 35, 4, 243, werben ftc^, bey UxUQßta^Wdftt 

123, 1432, 1^ 134, 13 1 2134, 2143^ 32, 243 1 321) 32, 36 j 4 
ittbann fo 

153, 134, 13, 1432, 15 1 2134, 2143, 22, 243 1 321, 32, 3$ 1 4 
«Ittann ^ . 

123, 13, i34; 1432, 15|2134, 2243, 22, 243 1 32, 331^ 36 } 4 
unb in Ux legten Solge t^Qig georbnet feyn; wdtfimciffCipW^ 
^btflegen fernen ße fo na^ einanter )u fte()n: , 

4ll3, 23, 22/ 32, 35|l23, 134, 14^ 321J4432, 2134, 2l43.| 
ta Umfe^n b^x erßen 2Cnotbnun3 in bie gwepte ifi fel^f 
UUiU Wlan bux6)Üuft Uxito^tap^^^ imt>mttfi6xmtn, Mcf 
Miicii%eii imtiW»f/waaif)atnif »nKldiie |tt(^ airf »fifelbi 
(Stodk be)i«^M 4>(in« &btig«ii& Me Solge »{^ 9omi«n gu 
inbem, atfbdnn ^teOen fit' ftt^ bon feCbft <MrifN^v<M)^if4^* 
Xki iiü|)t f0 {«Mit ift ba$ Q'msef c^e S^rfa^tc n, iirit(mtsvat>biM 
teocbnite %mmn in (eitkogro^tf^) a«f efiMiibar f^^entc 

iKi^i#eBen( e« fbrautt beyna^e auf %af utf^t4itB<>(^ t itttitibf 



Sa ©♦ 10. - - 

S>md) coottinitenbeS aSfffo^mt mmiStfn ft^ (.0. <ui< 

fcen eiemtnfm i, 2, 3, 4 »oBflÄnWg oOe %itmuta&Ka» 

formen in folgenbe^ £)rbntmg : 
1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2814, 
2341, 2413, 2431, 3124, 3142, 3214, 3241, 3412, diUi 
4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321. , 

^i M^f^if^tiiolm auf.einanbtr t>it%>xmn: 140023, 
145232, 145322, 152234, 152243, 152324, 162342, 152423, 
152432, 153224, 163242, 163422, 164228, 154232, 164322, 
212345, 212354, 212435/ 2124531, 212534, 212543 ii. f. ». 

3o @. 11. 

Um 3. Sä, na4> tiefet Stege! iit ^tmutaüonm Jia:&b 
«etrte 1, 2, 3, 4 ju a^fen, ^t man erP i; .amm, 
«ibÄirninattfommt, öi/ 12; botauf, Jnfofert 3 ^tnaufcmmt, 
32l,'3'12j 231, 213; i32, 123; tnm^, »e«fü$not^4 
l>«a«8«feöt, 4921, 4312, 4231, 4213, 4132, 4123; 34Ö1, 
3412, 3241^ '3214, 3142/ 3124; 2431, 2^13, 23411 231^ 
2143, 2134; 1432, 1423, 1342, 1324, 1243, 1234. SÄaiJ 
fiJerfie^ We getmen'am teli^tcflen, »cttrt'tiian f?e alle »er« 
tical untct einanbet fe^t, ^ baBep a(i(f) bfe üBeauemK^fei^^ 
baß btff6#e'Ötbntm8ber neuen gotmen,' We^M(^^^nl 
iu^gnrts eirted fbr^eni^en ^fernen» eni^tW, bttrc^ b^f^ 
fBorfe^en biefed neuen Giemen» »otbie f^iJn t^dri^ec sebf^bcfen 
Sonnen :et|fttlten «rtrben fönn. ' ' 

3U@.12 U. 13. ; , • . 

@o ift bie aCn jäbl . allec mhfiaäim D(Km«t«t{anifN«wt 
«tiS be«. iSIemenlen 1, 2, 3, 4 :=; i . 2 . 3 j. 4 c 24. SMI« 
wn eiiwiAet uerfcWebine ^Slmtntt geßottin •§. 34 3 i-i' .7 
•bei 6040, jc^n «>e«f<&t'eb«ne.l@cmenie 3606800 DenhtifaiKoneiK 
®(l(enabec untet fieben ^^mentm brep dnoabct ghi#r«a» 
J>anb««, wSw« j. (B. We Sfenuirte ä; 1, i, 5, 3,, 4,' $ übtt 
1, 2, 3, 4, 4, 4, 5 iutDetmutaüongegebinyfvM^a« 
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b. {. 840. IBeftntxti {t(!^ untet jt^n 



ft(^ bie 34( tin ans l^nen tahsjUditn rGomi)(«ctonenf auf 
lv2-tf 3 .. . 7 



&mmtm t>i(t einanfcet gleite bet eiam unb jitocp ib<nti{<N 
Ut^atiboKif Ott, fo.tft tie SBcnge bec »erf^^icboKn |><niiUi< 
taäMefomcn, weld^e ftd^ oud i^nen bilben lafien, nift; no$ 

= — — — ~ 75600. 

3tt©.45. 
>.S>w^ (Mtbinicenbtl SAfa^i^ ct^itt' imm %. S. 

cti, i, 1, ü, i, 3) =iii2, liia, aas, ms, 1223; 

«ben fo. C (^/ 1,1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 6, 5, 5) 
= 111, 112» 1*3, 114, 115, 122, 123, 134, 125, 133, 134, 
136, 114.4, 145/ 222, 223, 224, 2^25, 233, 234, 235, 
244, 545, 255, 333, 334, 335, 345, 365, 444, 445, 
46», 556 J |o ijl C. (1, 2, 3, 4/ -6) = 1334, 1235, 1245, 
1345,2345. 

3tt "6. i6. 

Sta^ Ut fttl6orb(niretiben Wttt^^ie hitbtte ff^ 3.6. 
« . ' - 

C (i> 1, 1, 2, 2, 3) oflmdHd fo. Sutrjl «ä^m« man 

Oä 1> 2, 3"; t)<ix<aa fanbe fi^ G =; «, 12, ii3, 52, 23$ 

^iui C = 111,112, .113, i22,,.m, 22^; t»«rfüf eiibfe 
n(^ C rr lil2, 1113, 1122, 1123, 1223. 35ie gaa« Mtl 
unixbingt ^eflatteter, obet oerbotener 9Bteb(r(oIun^''^nb |(«r. 
fo leicht, baf ed unnot^id wdte, obn ^^'eÜ^ De^f^de ju 

'38.®. 17. ■ ' . . ■ 

. . S)tt Stttbegriff aUct mS^i^en ^(affen Mi ben (Slcmenlcn, 
1, 1, 2, 2, 3, 4 »dtefol9«nb«r: l, 11, 112, 1122, 11223, 
112234, 11224, 1123, 11234, 1124, 113, 1134, 114, 12, 
122, 1223, 12234, 4224, 123, 1234, 124, IS, 134, 14, 2, 
22, 223, 2234,' 224 > 23, 234, 24, 3,34, 4. • '• 
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mn ^littt i^n ftut* C (1, i, s, 2, 3, '4) ant<«toi 

(6nnen. Jßep oeAotencr^ ober turlJ^auS jfiv ieM &tmn$ 

btfc^rinftrtSBIebcttiioIung, tt^^lp^t pcft'tfe SReng« ber «ti 

t^nen tn6gli(^en (Hafitn tmf(^{6cir; bep unbebingter IfiBieM» 

^olbaileit muf i^t eine wWthW^e ®ieaii gefüt wtAM. 

3h <25. 18. , , .'^ 

Xuf, bie 6. 17. Angezeigte %xt, Sembtnationgfim^ts 

bur4> bebingte» ^ennUficen abjuleiten/ et^iefte man ^^ 

C Cl/ 2/ 3, 4/5, 6, 7, 8/ 9) i« 6et erpen ^»lUntttt 

1234 

1235 
- 1236 
' 12^7 

1238 

1239 

1245 

1246 

>1547 

1248 

1249 



• • U. fc 19. 

IDtt ^I. biefet Goo^inationen ju 4 CMi ß «ecf^ieb^nen 

«/ * .- 9 . 8 . . . . 1 _9.8.7.6_,.„ 

CtemenUtt »jt . - .;. . . . = ■-■■- ■ . = 126. 

4.d«2.1'0.4... 1 4.3.2.1 

3tt^.20. 

Via ben Si^lfym A, B, C, D wnbcn ivixit b^ üVmÜit 

a, b, c, d 

a, ß, Y, 9 

»on niebtfgem gformen i\x.l^h\)nm, mii fattefltp'tvo^fenbm 

Kraben »et ßlaffen, oufjieigenb« SSerfa^ten «He niftgÖ4>«i 

SSatiatiimSfbtmett in biefer JDrbnung b^orge^n. ^uerft 

y — A, B, C, Di b«MHf . V- Aa, Ab/ Ac, Ad, B^ 
Bb, Bc, Bd, C«, Cb, Cc, Od, P», Db, De, Dd; iUle<|t 



567JS9 


1256 


34789 


1347 


25689 - 


46789 


1257 


34689 


1348 


25679 


45789 


1258 


34679 


.1349 


?5678.. , 


45689 


1259 


34678 


"lä56 


M789 


45679 


1267 


34589 


1357 


24689 


45678 


1268 


34579 


1358 


24679 


36789 


1269 


34578 


1369 


2467$ 


35789 


1278 


34569 


1367 


24589 


35689 


1279 


34568 


• 1868 


24579^ ••' 


35679 


1289 


34567 


1369 


24578 


35678 


1345 


26789 


1378 


24569 


- 


1346 


25789 


1379 
1389 


24568 
24597 
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V ir Aaa, A^ißf Atkff Aad, Aba^ Ab^, Aby, AbJ^ 
Aca^ Mßt Ac/, Ac^, Ada Ui f. f. Inbem ie^er ^orm tet 
iod$a» JBariatiopScIajfe aßmalia a, ß, r» ^ nacJSjgefcfet »irb* 
^aspflte man bie Sleniente bet folg^^ben Steige ben^Sonnm, 
bieffcl[^ au& ben t)or]^erge]^enben fc^on gebUbet ^aben, ntdfit 
nad^; fonbem toorfe^en, fo mufitc man i\xx dtt^d mad^m, 
bÄ^We U^ie ©teile betSorm jicl^ auf bie erjie' bet gegebenen 
Steilen bejlei^h fottte, nnbfo fort; eine Unorbnung; Wt 
c^ne aße 2tU>tfy eingeführt fepn n^firbe* 

^ie l8Drau^e|ung, baß md)t aUe gegebenen Steigen 

gIeid()DieIc Elemente bejtfeerf foHen, dnbert in bicfem SSet; 

fahren nichts* ©inb j. 6* bie Steigert A; B, C ööt^)anben, 

s by c, d 

unb foffen an« i^nen aUe fSarlationSformen gebilbet iperben, 

fo erl^Ätt tkott erjl V= A, B, Cj oKbann V n Ab, Ac, 

Ad, Bb/Bc> Bd, Cb, Cc, €d; enbnc|> V — Ab«, Abß, 
Ahy, Ab(^, Aca, Acß , Acy, Ac<^, Ada^ Ad/3, Ady, Adf, 
Bba, Bh/3, my, ßh», Bca, Bc/J u* f. W- 

Sm retteten Satte iji bie Änjabt aOer V = 3 . 3 ♦ 4 
fc'SiS} im etjieren/ wo jebe i)on ben btep t^ot^anbenen Ulf il^en 
t>icr (Elemente etit^a« = 4 . 4 • 4 = 4* = 64» 

Stt Ö* 21* 

S3ebtent maxi ftd^ e{ne$ gemeinfd^afttid^en Snbev für gleid^ 
i% ©lieber ber gegebenen 9tti\)m, nm aus il^m aOe $Ba$ 
tiationSformen einer »orgefc^riebenen 6Iaffe auf bie %tt ju 
bi(ben, ba{l man auS iebet t)orb0rgel^nben gorm bie im 
Range nädi)(i^obem aiUiUti fo würben bep ber SBorauSfefeung 
gleidS^öider eiemente in s ieber 9iei^ j* 6. alte ' SBariationS^ 
formen auiizn ffiiif)m i 2 3^4 wel^ie man ob^ 

X ^/ ^. ^ 

ft, b, c, d 
«; flt Tf * 
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gcfirjt butd^ V (i, 2, 3, 4) Beje{(|>nen tlmU, in It^fer 
ßrtniwfl auf dndnbet forgen : ' * 



111 


131 


211 


231 


311 


331 


411 


431 


112 


132 


212 


.232 


312 


332 


412 


432 


il3 


133 


213 


233 


313 


333 


413 


433 


114 


134 


214 


234 


314 


334 


414 


434 


im 


141 


221 


241 


321 


341 


421 


441 


122 


142 


222 


242 


322 


342 


-422 


442 


123 


143 


223 


243 


323 


343 


423 


443 


124 


144 


224 


244 


324 


344 


424 


444. 



f4)on ongejcigt vonxic, 64 t)crfd)icbene aSariatipnSformfii 
(ju brep ani »ier (Slemeltten) gegeben* ®ie entl&öltett olle 

C (1 ♦. 2 . ♦ 3 ♦ ♦ 4 w) = m, 112/ 113, 114/ 122/ 123, 
124, 133, 134, 144, 222, 223, 224, 233, 234, 244, 333, 
334, 344, 444, iete tiefer Sonnen, fo oft t6 i^te iRahir 
öeflattet, p^mntltt. 

SBjren tagegen in ten einzelnen Steigen nid^ oQe .@Iieto 
tN>nfUinbig DOYl^nben, foDten^ j. @* ani Un {Seilten 
12 3 4 

^•r^ >w^ N—v v_^ 

I. Ä, B, C 

n. b, c> d . ^ 

III, «/ ß f f , S 

ose SJatiottonSfortnen gebildet toerbeit/ fo taf man »on tat 

nietrigllen ju ben futccffto j^^^e^en fortfc^nttC/. fo wirefpts 

g(nte$ ®4>«>na tec Mtit baju nit^ig^ wenn 1/ 2/ 3/^ 

(ie gl(i(^i&ol^(n ®(tet)«r tet Oltt^en anbeuteten : - 

i.n.m. 



..4 
343 
232 
121 

121 

122 
123 
124 
131 

132 



133 
134 
141 
142 
143 
144 

221 

222 
223 

224 



231 

232 
233 
234 
241 
242 
243 
244 

321 
322 



323 
324 
331 
332 
333 
334 
341 
342 
343 
344 



f 
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Äl «• 34 . • ' . .... 

Sei^. MU^tmitem Softfc^itt bei; (SUmtntt tinb bel(€^ig(r 
ffi{€becMi>^rf^t jeteS' eitiielnen ftnb 3« @* folgenbc Sovmm 
Ue (SoihWnationm }Ut Qt^t 4/ itir Summe 12 gel^g^ 

jn 9ef4Kji *»C (i*.2.*3** etc.) =: iiig, 1128/ 
1137, 1146,^1155, 1227, 1236, 1245, 1335, 1344, 
2226, 2235, 2244, 2334, 3333. 

SBemt l^ingegen tie 9te{^e geflotteter Elemente mit bn: 
30 7 f)attt ühbxeöfm foKen, fo to&xm bep übrigens gleid^eti 
JBöratiSfefeungen Von ben »orpe^enben gormen alle fibrfgen 
üußer ben bepben erpen entfprungen, fo ia^ ibre 9icibe mit 
bet nt^brigjlen Sorm 1137 anb&be. 

3tt ©• 26» 

sputen bep einet tinbebtngt foYtfcbreitenben @(ementente{be 
aSe SSariotionSformen ber ^kxttti Slaffe jur @umme9, in 

3ei(beh 'V, gebilbet »erben, fo würbe bic niebrigjie SJorm 
1116, unb aus i^r bilbeten ftd^^ auf bem SEBege ber Qootiis 
nationaßmaligbiena^b&b^ren: 1116/ 1125, 1134, 1143, 
1152, 1161, 1215, 1224, 1233, 1242, 1251, 1314, 
1323, 1332, 1341, 1413, 1422, 1431, 1512,' 1521, 
ieil, 2115, 2124, 2133, 2142, 2151, 2214, 2223, 
2341, 2313, 2322, 2331, 2412, 2421, 2511, 3114, 
3123, 3132, 3141/ 3213,3222, 3231, 3312, 3321, 
3411, 4113,, 4122, 4131, 4212, 4221, 4311, 5112^ 
8121, 6211, 6111* 

ffiire l^in$egen boS b^ci^e i>otbanbene Clement 4, fo 
«9&rbe bie erfie $orm nidSit 1116 bleiben burfen; fegte man 
1114, fo feblteft m ber. Sunwe nocb itoe^ Cinbeiten, bie 
folglicb auf bie nid^fU . Stelle nadb ber legten geworfen 
«oerben m&fFem &o ifl'alfo biet bie niebrig^e Sorm 1134, 
imb e^ entpe^n au« % folgenbe: 1134, 1143, 1224/ 
1233, 124», 1314, 1323, 1332, 1341, 2134, 2133, 



^' 
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2i4ay 2214, 2223, 2232/ 2241, 2313, 2322, 2811/ 

3412, 2421, 2Ö11, 3M4, 3123, 8132/ 3141, 8213, 

3222/3231, 3312, 6321, 3411, 4113/ 4122/ 4131, 
4212/ 4221a 4311. 

SDa* fubotbfnircntc SJcrfal^ren, •SSatiatfönSfbrbten dner 

befiimmfen Slaffe loon mgefc^riebener @iimme {u ttittoliOn, 

• »obep fclbfl aW Snbej: urib Clement tA6)t ait8gcf#>(fert 

Ue(ben folf, beginnt mit ben gotmen ber niebdgßcn/ # 

crjlmSraffe: <>V, 'V, «V, »V, ^y, ay, n, f. ». 
12 3 4 6 

Um au8 Ibncn unb beri SSariätlonSformcn aUcx fofgenben 
Gfaffen bie bcr nicbjlbo^^^cn ©on »orgef^nciebencr Summe 
i^qajiänbig abiuteirett, foU alten ^(Hrmen bet näd^fhiiebrigeren 
Ctbnunfl, mlä)c tiod) leinet l^btfmn ©umme oB bie pm* 
langte .angeboten], baSjenige eiement beigefügt mibtrt, «pet 
(Je6 ben Jßetrag allei: in V^nm entbattenen ßlementeju.^ 
geforberten ^urame erganit, wobep a\x^ o ali ergdnjenbf* 
eiement nxäft uberfeben werben batf. 2)aß ibrigenS iebeS 
neu b^i^'^'ntmenbe Clement {tet^ an bie nemitcbe @t^, 
enttpeber t)or ober bmter bie »orige gorm,. gefegt »erben 
m\x^, t>erjicbt \iä) »on felbjl. 3CuS ben »orjlebenben görmen 
bilben jtdb bemgemäß auni# bie ber jwe^ten ©äffe: 



f t 




9 

'V, 




t 
•V 


00^ Ol 


02 


03, 


04 


05 


10 


11 


12 


13 


14 




20 


21 


22 


23 






90 


31 
40 


32 
41 


¥ 








SO 
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■TM biefoH Me,90nrtm ter Mttm Qla^et 



000 001 

.010 

100 



'¥/ *y, 't, *v \:a:iw. 



s 

»V, 


'i. 


i 


002 


003 


004 


011« 


012 


013 


lOi 


102 


103 


020 


021 


022 


iio 


111 


112 


200 


201 


202 




030 


031 


' 


120 


121 


< 


210 


211 




300 


301 






040 
130 

220 ' " 

^ ^ 310 

400 J 

2Cuf ßlef#c SBelfe toiirbm ftc^ f)Utau^ bfe SSatiatfonÄi 

fermen'fcer vierten ßlaffe, b^n ©ummen o, 1, 2, 3,4, 

lt. f.^w. angc^Stig öbkiten laffem ©ö ip j. 6. 

3v rr ^V3 +/V2 + ^Vi +''Vo, wenn fciirc^ 
lÖe^felurtg tet Sä^Un 3, 2/ i/o rieben bfe 5BaHation§i 
jdt^nimgebetitet werten foll., baß biefe Sohlen atten unter 
i«hen'1&egTfjfenen SSariafionSformen aB ©nbelemerttc be^juge^ 

feHeri finb» - 2£lfo 'V = 0003;' 0012, 0102, 1002; Ö02f, 
OjLil, ioil, 0201, 1101, 2001J 0030, 0120, 1020, 0210, 
1110, 2010y 0300, 1200, 2100, 3000. 

%h ben gatt, wo bU Sleil^c ber gegebenen ©r^mente, 
4itS wel^ien S^atiationgformen ju befitmmten @ummcn ge^: 
Giftet werben fotten, mit einem gewifen j&&#en abbrad[)e, 
f3(^Hef f "p^ ble entmiÄunj ieber etafe Wefer gormen t)on 
felbp mit berienigen ©ruppi, mel^e einer ®um\M angehört, 
Me itnm ^^^;tmter .bett:i>orl^ant^en Elementen QUid) 
fommt. ' 

8« «• 27* . 

. :&er ba|€lb{i angegebene ®4ng ber @nt»>i(!(ung atter nAf^s 
fi^n 5Barl«t{on8|t)«rten. ju, beftinunten ©knmen au8 biem 
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Snbej^ (1, 2, 3, 4/ 5... .) OßtHthi^i oirf bte^iteptf; 
benen jte (mgel^ren, (tginntjuit 'V.r:i« JDonutf^^ 
*V = 11; 2. J&iewuf 'y = 114^ 42J 21 J 3. i ß^t 
♦V = 1111, 112, iüi, 13} 411r ß2f 311 4 ^ßte •? 
werten gefunbe», totem man *en ♦V baS Stemmt t*, te» 
'V bai eiement 2/ ben *V,b«8 ©ement 3, tu f: lo* übfife 
f)aupt iebet bon ben SSatiattonSförmen aSer . mhxivm 
@ummen ba$)enige ©fement t)orfegt, m^A i^re^ummi/ 
iu bet geforberten, alfo ju 5 ergdnat, unb oB ie^ goi»; 
ba^ienige Clement f^tnsutreten töft, toeb^eS f&r fKl^i^l^ 
iene ®ummt ausmacht & ijl fblitiö^i : .; :.j%r 

*V= 1*V +2'V + 3*V + 4'V + &2S34 ,: 

11111 2111 311 41 5 , . 

1112 212 32 

1121 221 

1131 23 

1211 , 

• 122 

131 

14 • . ' 

ffiemerfenätpertl^ unb bui:d(> Jg)ulfe beft ft>ec{enen @a|e4 

aus bet Se]()re t)on ben geometrifc^en ^rogrefftcneii,, bag; 

t + 2' + 2* -♦ — h 2" = 2'*"*-* — 1 fe3feid(> ju beweijm 

ifl eä, baf bfe ^Cnja^I aller möglid^en SSariationSfonnen einer 

bcjiimmten ©ummc, bie ftd^ au8 bemSnbej: (1,2, 3^ 4 ♦.♦.)[ 

bilben laffen , bur^ eine ?)oten} bet 3öl&l 2 berechnet wirbj 

beten ®tab um etoe ©n^cit geringct iji, al§ bie.Sumine/ 




rechnete 7Lnia\)l t)on $otmen unter {td^^ 

3ttm brüten Ätti)il«t 5 ,^: 

3u ©♦ 30* 

S)aS ffir bie SRuttipItcation Dim 3n)e9 ffacforeit^ I9rf#)^ 
bei^be eine ber (Srunbforrti ber Än(rf9frt entfrrt^ienbe ®e|W» 
befSfeen unb auf gftid&e 2trt giotbnet ftnb, benaejei^neteJI^ 
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f0i^f^U^ifi^:^M^\ oaif einen; Uqtxmim ^t^m&mv^ 
iv^^n^en, fa^n e« gejpfinf^t werben tonnU, boeSufor^i 
im!iifü(|>en bet göctoten fut bie ^art/al^ofeucfe^ beten ^nrnmi 
elti &HA iH^ §ajö>t|>j<*tteö-btl[bet^ , ju. erlfidf^tetn* fWan 
iftbw »{#» ütt bem einen S^toty ober m«? f^efee fftde^ 
uw^n fiKcefpteen ©Rebem beS anbeth; oIärt)le äöl&l berjc? 
tt^girti;SMij^t,t.t& ttui^ ffir .'bÄ8 ^robuct iereiltteft ttrfU^^ tn 
itMgAä^rtc;ijSHJbmtng an ben öbem Stanb eines ben)eg({(l^erf> 
m^t»* ' Sfl t* «nc gef^jloffene «nja^t wn ©Kebem^-^bi^ 
fert^mb^egairtot B^t^ fo fann man ii)n Im ©tfnjen um^ 
U1}xm nttb feraud&t ni4)t' bof^Änftg a« fragen, wie toiel ©liebst 
fäi:. birö fhrobuct beriangt werben* Um aKbann tin ©Heb 
bti §)robucte8 wn beftimmtem Slangc ju erptten, |)at mart 
jiur nSt^ig ju bewirf en, bap trgenb tin ©rieb be§ einen 
gactorS untet Dber über ein fp l&o](?eä ©lieb beS Qnbem'jn 
flehen fomme^ baß ber SJang t?on bepben^jtd^ jw-bem^beli 
geforberten ^artialprobuctc« erganjt ^aburd^ wirb ftd) ijon 
ftlbg iebe« ®Ket)^&e& einen g(KtorS iint?r^%fr iiUt rin ft)rc^e§ 
©lieb be6 anberen gefteHit >ben , *mit>»eIiöl^em.eS;}u mixUu 
plicfun ift; um feinen SSetragäu bem geforberten , ©liebe beö 
girobucteS ju liefern. 25er Snbe^riff 0ix. einjelnen S)robfiPcfe 
aus ie jwep auf bie borgefdj^rlebcne aOBeife unter efaianber.ge- 
fleDte^ ©liebem ber gactoren ift bcr t>erjart8te Z^il beS ®e- 
fammt=:^robncte§-— Sott j- ©♦ tjon bcm>robifc(e/ we(cbe§ 
M^ ber SßuIti^Kcation bcr U^m, formen:- Cl + 4 k-^2'x* 
+ 5x'4-3x^— 7x') unb (9— x~3x*4-12x3 + 10x*) 
entfpringt, baS britte ©lieb na^ bem anfanglidjen,' a^o 
hiS in x' mutti)>licirte t>oD[|ianbt3entwidf dt werben; fo^tnb 
|ut)orbf:rft bie ©lieber beS einen SactotS^ i* SS.; bcä Infertilen; 
itt um^efe^rter b» f). tfin faßenber. ©rbming auf eijiep H^ 
weglid^^en ©treffen iu fefeen; 10x* + i2x' — 3x* — x-fg. 
£)tefen fege man nun fo unter bie ©fieber be§ evjien'Sa^tOrS, 
ha$ btfe Snbice* »on irgenb jwc^ .©/ieberri/ w^Idl^ unta* 
dnanber ju flei^in lammen/ ober maS^.bamit mnevlev.i|l^/b(e 

üV 
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@]cponehten tet in {^nen tnt^&lttnm ^etmim ittifäi^ 
sAfe ^lä) iu bet ®ummc 3 erginjm. Vuf tH^i ISikft 
tttttn tepbe gottoren fo jufammcn: "'" 

1 + 4x — 2x» H; 5x» + 3x« — Vi* •' 
iOx* + 12x» — 3x» — X +'d ' • ■' '■ 

3etit bebarf eS nut noc|^ fcet SRuItt^IicatiDn- i^^itt'm 
ticftUm ®inne iufamme]tst]^6d0en @nebeq^aavc$, ttnl» ber 
SSneitiidung aHet babttt<l^ imonntmn .^oMcilbfto^cttU ^ 
eine @umme, um i^ottiianbig iai ge)oänf(|>te ®KA bt^ s<hm 
gen ^obucted ju ermatten, «oobe^ bte oUm biefen f>Mbticteti 
8emeinf(i^ftUdt)e 9oten} t)on x obgefonbett, ttnb 9}tm an^ 
bcweitiflen Snbegtiff aB gactot beigegeben werben fann. 
©0 entpebt: (12 — 12 + 2 +. 45) x' ~47x«, für. 
ben txyrtiegenben %aU bet tealiftrte S&^ ber Somef 

. . » r (a ♦ 6) X'. 

Um baS ffinfte 01teb (qac^ bem onfingß^en) bei f)tobuct8 
auö ben be^ben gegebenen Sactoren/ ml6)a fo(gI{^ in x' 
multiyncirt fepn n>itb/ ju ermatten , muffen {td(> biefe§actorm 
folgenbetmafen unter einanber fiellen: 

l+4x — 2x» + 5x» + 3'x*— 7x» 
10x* + 12x» — 3x» — X +9 unb alt 

■ ■ ■ ■ 'I " 1 m 

«•••*2(a . b)x»= (40— 24— 15— 3— 63)x» r:— 65*» 

jDetienige Zi)til biefeS ©Hebe»/ midier/ unter b W 
ßoefftjienten ber unteren Steilire t^erflanbeu/ cdi ben i^m )U^ 

geborigen ßoefffaienten ba« 9>robuct a . b ober a b et^oßm 

»firbe^ fdat bier natfirß(|> t)on felbjl weg, »eil bie jwe^te 

s 

9leibe fein fo bobeS ®(ieb beit^t, m miangt loirb, ober b 



bep ber 2Cit«ffibning ber Sted&nung, »o e« ^d) mit a ober i 
»etbinben foWe^ — o aw frtS^n »«fe. — Äucb bie fbtaii' 
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tfmg iMi^t Sef4Hrlnftms t^hrb Up ber Vnnmbitnd bei doy^ 
ff^ün^mM^^niimni für bie 9KuftiyQcattpn jto^et %aüos 
reu Äberflufitg» ^ej^ße bagegen innväjatb ber ©renjeti bor* 
^anbe)ier@(i«ber ba$ eine ober anbete bon niebrigerem Stange; 
fo erforbert bie ungefl^rte SCntPe^ibbarfeit ]ene$ äKe^HiniSmuS, 
ba^ beffen ©teUe iut^ eine ^tuU ober ein ^temfdj^en au9ge< 
fftOt werbe« 

®e^t ber eine ffactor mit feinen ©liebem inS ttnenbli^e 
pct) wÄl^renb *er anbre eine bejümmte 3a^l t)on ®(iibem 
^, 'fo ifl es ber leitete, ber mit ttmgefe^rter iDrbning ber 
•ÖftWber an ben etjleren angelegt wirb» 

©ie Sleil^e: l + x + ^c* + x' + x* + ♦ • ♦ ♦ mit bem 
gactor i — X muttii^Iicirt, giebt ali ?)robiict !• SebeJ auf 
.ba$ 2Cnfang$gIieb folgenbe @lieb nemli^, allgemein ba$ 
(n+l)«« nö<^ bem erjten, wirb jffir fic^ =o* 2)iefe§ berec^net^ 
fi^ nmViä) auf: l + x + x***.* + x» + x»»+V+ * 

burc)^ — xa+» +x«^-* HO 

3Ja8 ^robwtt ber SReifte : 

i — x + x* — x' --x?«-» + X«»— xin+* U* f. w- 

in ben gactor (l + x) ift ebenfattS rr 1. migemein bered&net 
|I4) nemlid(> ba§ 2nte®neb nad(> bicfem erjlen auj' 

_x2a-l +x2'»— s «♦ f. w. 

bur4) — x2« + x2«=:o; 
be8gW4>cn baS (2n+i)te na* bem anfÄnglid&en ait» 

+ x +i 

SJagcgen ijl (1 +x) . (t + x + x» + x' +x* + ....) 
rr l + 2x+2x« + 0x» + 2x* + 

(l-x).(l~x + 3f?-x»+x*-....) = 4— 2« 
+ 2x» — 2x» + 2x* — .... 
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" iSaufeit. ie^t .^octoren' mit 4^en iQHUbAti ixA Ite^nt^fi^, 
^^tmiß jiit>6rV<tjl geflögt nwrben> »fe t»{e(e ®Heb« bfS 
^r^buct» K^etl^gtfärt»« eb^foi»iete iKm bcn ©liebem beS 
;eimfti Sttctoi:» tmtf «tan <K8bann b€|aUm, ^te-^l^ toit 
SB^faffuttg 4Ätt iftrigeii umlüjIreÄ, «nb bämff na# bct 

3u ©• 32- . 

., ,%, aSwauSte^ung^ b^^be Sactpren ffl^en nadS> ber 4Bge^ 
meinfim ©tupbfiiirm b^ 3(i\ai9ftö gcfcilb^t? 9lei|)en, -fo baf 
bie eyponcnten ber in ijjren ©liebem ^^c^enben.^otwjm 
ber ^am)tgr6ße fil^er^iipt niir .irgenb eine aritl&metifc^e |)roi 
ÖtefffonJbcdbad()tctett, "'Ankert in ber \)or{jirt dufgefteßten SRcs 
gel für bie tTtec&anifd[)e (Sntwidtung irgenb eineö bejümmten 
®fiebc§ be6 |)r()buct§ burc]()auS nic^t« ob. ©olße j;(L* ber 
• ej:i)oncnt ber ^aü^tgrB^e im ÄnfangSgUebe ber erjlen Steige 
ä in 2, im 2frtfang§gKft)*e* ber awepten Sidl^ü /? = 3/ bä: 
Unterfc^ieb aber; um mld^n jeber (gr}>onettt ber .^aupt^Slc 
'im" nödE)jlt)ül()eren ßJIiebe ben vor^ergel&enben übertrifft d ;m % 
gefegt fevn, unb würben bep bief^r JCnnal^me etttmWe formen: 
; ' (5x*4.8x* + 2x» — 7x«+x" — 3x") 

(4 x^ — 9 xV-f ^ *+ 4 x' — 2 x" + x" + 15 x") 
jur SRurtipiication gegeben; fo wirb, um irgenb ein ©lieb 
beS 9)robucte8 gu erbaften, geforbcrt, baß b|e ©lieber beSei^ 
nen SactorS in timgefeb^fter Slangfirfge fo «nter bie bei anbe^ 
•W gefeit werben, baf bie ©ummen ber Snbiceä ton irgenb 
jtoep auf Jpld^e 2frt jufammengeorbneten ©lieber ber äol&l be§ 
geforberten ©liebet m^ bem ^robncte gleid() fomme. ^^ier^ 
burcb ift jugleic^ bie SSebingung erfüllt, baß fic^ f)aarw)eife 
aBe bie ©lieber t)erfcbtcbener gactoren jufammengeftetlt b<^ben, 
. rtelc^e bie ^aut)tgr6ße in folc^en ^otenjen entsaften ; bof ^xii 
> beren ^r})onenten ju bem im toorauä. ju bere^nenben ©rate 
ber ^otenj erganjen, iii xotlijtx bie-|xiiH)tgr6ß^ in bem w^ 
langten ©liebe beS ^rcbucte* »ieber erfd[)einen muß. ^'e 
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9Nretitcfe aOet bfefet ^{ebetpaore, in dne @umme ^ufanu 

Vitcte^ bar* ®ba }* @* Don bem 9)robttcte^. n)el^e$ auS ben 
'^^fgi&flMfh iSfactor^n ju büben i^, baS fftnl^e.^b nad[) 
•■»«Ä ' önfSttößc^en entoirfctt werben ^ mld^eS? föfglfdl^ in 

xö+'+»-»=x'«U to mm i^"'^" *'*'>:) 

inultt||>lic{rt fe^n, muf ; fo ifl bie £)rbnttns, in weld^ei^ ftc^ 
Tfefefe untet «inanbet fä^iebett, fofgenbe: 

6 6 4 ■ 32 1 » 

•lMtt>«—»2:(a.b)»»»:r(5-l6+8+*— 9+12)x"=-24x*» 

®a6 a(^te.€ineb>«6g)robucl§, in x^^"^^'^®*^^=x?* 
«ntWpKcirt, cntftet)t fo: 

,o S 2, ^ ^ ^ 
Ö3^* + 8x* + 2i«-7'i« +^" — 3*^" 

6 5^^^^ 
,: _ i5^» +^"— 2^'^ +4^^' +T— 9,x» +4x» 

«..••«2la.b)x»*=(30 — 7 — 2 — 12)x»'-=+9i»' 

- 2)aö tiiebrigjie ©Heb beS ^robucteS auS ben t)or^ 
'tte8«ttben gactoren ijl r: 5x* • 4^3 = 20x* j pa§ ()6#e 

; ^ Me'JBui^liabett «, /? unb * ber aUgemefnen Sormel fJnnen 
J(m^ eritweber alle ober nur ber eine ober anbere buifd^ fceHe- 

Ibii h^MW^ liertrcfen werben; fofcatb mah }ebeS 

•®fieb Vnlt bem i!)m gebul^renben Snber Bejei^net, »frb in 

"bHäÄ St>del nlc^fä geaftberf* 5Rur ein 5Bet?fpier, wo a rri, 
;tf rr jtunb'^rr'l angenommen werben mag. SieSactoren 
^fotten fe^n :' ' i 
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ii' . ,1?: •!£ .16 

büsiefetc: (—3x3 ) (i, 3)^_x 3 = — x»; a» 
»krte« 0Krt> na* Um «nfilngK^n, »worin x *"'" "^ '^ 

= X 3 ( ©^jedttliftrunö »on x " + ^+' ) ^errf^en muf, 
wirb gefunben; / 

24x + 15x 3 + »^ 3+i2x 3 —3^ 3 
^ il iil\.i? , ^8, , 

jx 3 -f jGx 3 _ X 3 +» + 4x3-1- 7x» 

h HUb - iZ 12 

o...*23:a.b)x3 =:(384~15x + #+48—21)x3=: 396x3 

Sie dniifl« geringe Unbeq«emKd(>feit/. »erd&c b« eBeit 
bflrgepeirte 3Red^ont6mu§ ^oben fönnite, bi^eU barin, baf 
er We einjelnen 9)artiar})robutte iebeS|nar in eine ^oxiiontaU 
rei^e nefceneinanberjlellt, »eld&e b«rd(> 3(bbi«ott ju einem 
JgiauptgHebe beS fAe\nltm aufammengejogen »erben mfijfen, 
unb fol4)et, ni^t bequem ju fummircnbet SRei^cn, fowete 
unter einanber ju fefeen i)at, afö ba3 gefudpte ^robutt ®Kcb« 
«r^rt. es ijl lef^t, wenn man wiü, bicfer ni*f ge»»<Jbn«*e« 
©tettung abiu^elfen. ü»an fefee bie ®Heber be«-dnen gador« i« 
i^rer urfj>rfingH*<n Örbnung in dner Settitartolumneimtettin» 
anber, unb jliften neben biefer fo »iele ^r bcn 2fafang no4 Um 
forgenbe SSerticalcoIumnen/ aB man ©Heber be$3)robuctg in i^xet 
3Uif)i erhalten wiO. £)ie ©lieber beS anbem Factors t«^e matt 
inwngrtc^rterötbnung, alfouon unten aufiidgenb, auf einen 
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fobdit) ein @[u;^.t)<8 ünt^t fi^^n^^n ^imi beS ant^ern M^/ 
<itteibfc ©liefet ^ufammen, weldfee, bö8 dne oiuö' Wefcm> ta6 
anhire au* Jchein gen^radcni 5)i^obu(tc .toon. gleidf^em Stande 
erjeuget^/ bit^ alfb in einer teeren ^ßtäicütcobfmnf .mkt etti^ 
anbcr gejteHt^ «nb- hmä) 3(bbition töereinigt^ ein'Sfieb T)e6 
J^pt^ijobuctö ^ettJorWngen mAffert* pBeiin man o)[fo ari^ 
fang« ben feeweglicl^en ©treffen fö ajjlegt/ baß fein unleilie^ 
(§fieb mit berfi oberjlen beS juerjl ;iS)er3ejie*ten ^actoi« i\u 
fammen faßt/ l^ernac^ benfefben ©d^ritt t)or^ ©d)ritt |ict> um 
eins weiter ^inttnfer fd)ieben lä^i; jebe6mal \>k eittjelnen 
©lieber beffelben mit benen'bea etjlen gactorS, an benenTie 
liegen, multiplicirt; biefe ^robucte in bie n3#e offene ISefc: 
titatcdlumne ftfet, tmb il^re &ummt beregnet, (b etgcben 
bie anf foldbe 2Crt' entftanbenen ©ummen bie fuccefjWen 
©Heber be8 3;otaI})robuct8* Sa allgemein baS mcon bfefeb 
burc^ bie rtt SSerfcbiebung be6 beweglichen Streifend etbattea 
wftb/ fo fann man jebe6 berfelben einjefn, obne SJftcfflcl^t 
auf Dor^ergeljenbe nnb fofgenbe fogleie?) befommem lb^ 
au4>'()ier bie, allen in einen Snbcgriff geborigen ^artial- 
}nrobucten, gemetnfd^aftlic^e, ^otenj t^on x abgefonbert, unb 
nÄr einmal ^ingefteBt wirb, üerpebt ji^ t)on felbjl» SiH man, 
bie möglic^pe 2Cbf urjung , ft) wirb man fiberl^aupt ben ^o^ 
tengen ^ gortfc^fitt für bie ©lieber beä ^robucte für fid^ 
reguliren, «nb ixanä)t aBbann nur bie (5oeffi5ienten ber 
Sactoren bem fO^e^aniSmu^ gu unterwerfen« 

- Tbxi ben gactaren: 

4x' — 9x* + *+4x»~!Jx" + x"+lSx" 

:, . 6x» + 8x* + 2x»-r.7x» + x^?— 3x'* 
entspringt ein 9>robttct, onbebenb mit x'*, fortfd()re{tenb burd^ 
^tenjen ,. beren (SxpomnUn fd^rittweife um 2 gr6fer werbem 
2)te .ßoefftiienten b^ffelbcn ergeben fi^ au$ nad^fte^enbem 
&btma, wobev bie beä lefeten gactor§, auf bewegli^en Streifen 
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ee ijl olfo.20x»— I5x^— 64x» — 26x" +89x'' 
— 24x"+78x" + l40x" + 9x''~98x*' + 12x*' 
'— 45x*^ ba§ |>robuct . 

aOe^cobucte, t){e auS im ®lkUm U^ WUiÜiplicatib cnU 
:fte|)Eii, fo im bief« mit einem t)e$ äMtiyßcatctS i^etbtmbm 
mtUnf in eine ^ori^ontafeei^ie bxinQt, fi)Id[)er <|)oriiontal^ 
reil()en fo t)ie|e eil^tt, afö bei: 9){uUi|)licatot ©lieber ^at, ttnb 
biefe fo unter einanber lieUt, bafi ©lieber, bie gleid^e $oten) 
ber^auptgrofle entl&alten, in eine SBerticalreil^e faflen, fo 
baf nur bie @ummen aUer baintö) entfionbenen SSertical^ 
reiben btut^ntt ju n^erben braud^en / i{i im @runbe to^i 
t)erf4)ieben \>on bem obigen SSerfal^ren, unb, fofern baS 
ganje ^robuct bered[)net loerben foS, ia^ bequemfle unter oEen* 
Sn biefer 2Crt Wlbet jid^ ba8 -^robuct ber fjormen 
4x»— 7x» + ßx — 2/ mb 2x' +3X* — 5x+i auf 
folflenbe 2frt; 

4x'— 7x»+8x— 2 

2x^-f-3x»— 5x + l 



4x»— 7x»H-8x^ 
•-20X* + 35x»— 40x»-f lOx 
<2x*~21x* + 24x» — 6x» 
8x*— i4x»+ I6x*~4x» 



-2mit+iniutfi}>K(. 
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mit2x* — , 



8x*-2x*~ 25x*+ 59x^— 5äx* + 18x — 2 
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4 3um t>{etten Kapitel. 

'3u ©-34. ; ; '"' ' 

©0 finbct ^dS^ Sep Ui ^SdM^ih wn I6x*~^3i?x* 
falflenDerma^enV . 

7' - jiex^— 'i6«:^+4x* 1 

; . ^ — i6x5 + 20x»^8x4-i ' ^^ 

* '..^ " ' ' 4i*— 4x+i - ■ ^- • 

' \''.' 4x»-.4x+l • 

3u«*3& ^^ ^ 

' S>et -einfadfifie tinb bequemte ^e^^äntömuB für Me aOflnU 
^ffgeTCUdtüng bei: ^ßoefftjtenten eineS £luotienten^ bet att& 
- bet SMiotfton t)on jtpe^ na^ ^ttifucceffti^e» ^fangen ^otenjm 
/einet $au))tgr&fe itufjleigenbett formen ^nt\pvinst, n>&tbe 
' folgenbet fepn. Sßan fd^retbt t)ie @oefft)ienten hzi ^'WbotM 
^tn)m ^CttfmtgSgHebe an in natiiiii^er jDtbnung in einer ^btis 
' |ontafrei()e ne6en einanbet; fo bof leber t>m i^mn aB o6er^ 
'^fttt ©ßieb einer SSwicarcotumne erfc^efnen Um. ©ie 6o^ 
jienfen bei'^t>ifor8; mit Xu8f(|)tof bed rnif^igüd^en^felt'*') 

. n " r/i "j. — ^ ' . ♦ ■ — 

. *1 C^ 1,(1 ttt*t n^rtk, .ien ^oeffFsientetj M Slvibenb, be^ ®ft)ffor^/ nnh 
*^ ' benen w atroetcnteu fb n*fe fte ent(l'efttt;/(^< 3W(c^ bev^ilfü^i 



itbrigen» in notudi^ier prl)nuiig' ^eiitkal. &ber eiHont^ar Hiinf 

einen bewcgIhlKn ©triffcm Swifd^en* Wefeni lutb ben «er^ 

«colcolumnen, wÄl» We "^efpjfenßn t>e« ©ibftmW'ben 

' ^(ä!^en^i)Ia| efntte|men,v*Wbt eine ©jmfte für bie aSm2lig 

Öei:t)o|rael()tnben Q^t^ikhiin beijjuotfcnten offen* JBordftfc 

gefefet.pj^nV tiefe JS)Ättett ficl^ bereit W« ju- ^ineAi wn te» 

.jTimmtet ^hi}z mt^üiltj unb in ber jDrbnung toie fte ent: 

iJtaüJtoj,,. ;fn,.b$r I6ii«9 jug^&tigen ©pafte unter tfnönber 

gejicHt'; fo muß, ium ben ndd()ft^6^emi 6aeffijte«(t«'bi« 

jQuotienten ju ftnben , jener beweglid^e Streifen [f> t^eit ^<r^ 

unter gef^oben werben , baß fein niebrigfter Soeffijfent (a) 
^prijontol neben bem unterjlem, jurefet beredSineten ßoefpjienj 
^tm be^ i^Iuotiei^ten ju jteben fommt. Sjl biefeS jefc^^e^en, 
fo b<^t fid()'VonYelbft (mtmliä) bie "Äbfldnbe aller glemente 
in b^n^S3^rtka(coIumnen.)>on einanber al§i t)5l[ig glei^ an^ 
genommen) i^ber ßoeffijient be$ 2)it>ifor8 neben benienigen 
beS £luoticnte(^ iejlettt^- mit wel^m er jefet in ein ?)robuct 
jufammenjujie'bn iji , 2CIIe fo gewonnenen 9)artiar|)robucte 
t)on bem unterften bi8 ju bem oberflen J^inanf, fefte 
man ber SJeifie tiaöf in biejenige ton ben feitwartS 
befinblid^en SSerticalcolumnen , worin zin 6oeffiiient M®i* 
twbenbf bon tbm fo l&obem Snbej: afö ber befr jun4(äS;ß »er^ 

, langten ^oefft^ient^ beS £luot{enten ift^ bereits bie oberfe 
©teile einnimt, unb* bereinige jie mit biefem jufammen in 
eine ^mme, weld^e nur no(|^ bnr^ jb^S 3(nfang$gfieb beS^ 
£it?{forS bii2ibirt iU mtbtn brandet, um ben geforbertm 
nal^flb&beren Spef^ienten beS £luoiienten ju geben« ^Hüd^im 
biefer an bie:i^m ^ebälf^renbe ©teile unter \>it loorigen gefe^ 
i^, wieberl^ott fk^ boS nemlid^e SSerfal^ren ^n^ auf biefeKe 

rSßeifel, £)en 3Cnfang ma^E^t nattirlicl^. bie JDi#'on be$ erjien 
6Jliebc6 pom 2)ioibenb bur^ baö niebrigjle ©lieb beS SiPiforf. 
£)er bavauS entfyringenbe £)uotient iß 3Cnfang$gIieb bed ge< 
fud^ten £luotientcn. 
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•: ^(BÄ |. fii in? ClwHent ««? ^ , 

^ 4.J4s><{- 3x» 4. 9x» — I5x*+8x»4-9x«4-l0x^4-4x* 

3 — 2x4-8x»4-* + 9x*~-x* 
S^tmi^m. »erbttt / fo gUr foTflenbeS @(i()em<» ber 3febrit, 
.«vi[|R.feglUi(^:|=r2 <tl< metvig^ed ©lieb.be» £luotientm 
^dif(|ri(bcn wvtbm mag« f&r ben ^fong : 
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1 ^i We (SntoidKimfl t^c8 Coeffijimtitt t>om fänfteir ©orte 
tc8 jQuoticnten wirb fic^ Wefe« ©cj^ma fo auSgebilbct ^abcn: 



i f 





«Mr. ui 

£Xuotien> 
ten. 

+ 2 

+ 1 

_23 
9 

157. 

27 

653 

81 

, 1328 

■^ 243 


+,6 

* 


+ 4 
+ 4 
+ 8 


+ 3 


ten M S 
+ 9. 


{»Ibeto«: 
— 15 


+ 1 

-9 


—'16 

4. 16 
- 3 


64 
3 

46 
9 


— 18 

184 

9 , 
314 

27 


41 


23 
/3 


— 8 


157 
9 


+'2 


653 
27 



+ 8 
+ 2 

— 24 



lu/ Z— -4- 



1256 
27 

1306 
81 " 
~1328 
81 






— 318 — 

^kma^ ift ia jCiitoHent 1>i» atun f&nffen 0l»-M 

81 ^243 ^ > . > 

CffenBöt fU, ipofetn matt Nof} beit itaioHentM iKi|fli|(, 

tiefe» SSerfa^rm. ffiiaet, a» bat t« sm&^nlH^ 2)i»iN' 

iRedi>anttitiu«. Sttieffm tpfiibe au(^ biefet, utit« afcic^ SBoii 

«u«fe6una «inw n>efen«l((xn »ffitjung fa^tg fepti. SSW t« 

CUtotient ^foß M» ju t>em @(iet)e be$ ntm Siahgri gtftitof; 

fo faiin mAtt oOe ®Iieb« im £)iott)enb, SDioifor i»b Imn 

UMml bltXbtntm ffUftt, ml^e Ün Utfm «oiifl Jin«»fc 

fl«l&n, AU« ber «et^nuna ginaK^ tüegtoffen, »oter(f ff W 

mft^fbat jnfatntnettife^it. SHn oWgeit Guortenfw tü'pß 

Stm ©Hebe nadjj beut, onfAnglid^ro ju h«<^ntn, »»fitttfc 

Wefer 3frt gorflenbe» tt6t^8 fepn. 

^tofför DWbettb 

3--ax-ä|.8x»+*+9x*— x»|6+4x+3x*+9x»— I5x*+8i*« 

| 6— 4x + i6x»-f-*+l9x*-2 »' 

8x— 13x»+9x»— 33x*+l^ 

Öuorteitl 8x-^x«+^x'+*+24x'.. 

4.i^x» 23 - ,46 , "m ... 



-.f:x'-ll!x*-i4x'.. 
9 9 

-llV+^lix^-Ä' 
9 ^27 27 

65* -,. 878 , 

27 ^27 
__653^.i30ff^, 

27 "^ 8i 

»1 



—.31»^ — : 



'jy ;;i-' 



gefegt/ t>ai Wr^mente iy 2, 3, 4 
^fcbeötcten 2/ 5, 3, 4 

• > > -g;;. v.,g . .. ... ■: 

■•'''•■8i'tl2:«J'i' • «Oi , 

.. lai 16 

117 . 

- §8 »d^e al^o ba8 »erlangt* 4<« ©Heb ii7x* 

©oBtt »Ott bemattoöenten j^_4^l3^,Iy^3_ax* 
baS i)f ette ©li^ na^ bcm onf<lnjiH(^(n bered^ne^ tvctt»«!/ 
fo todre ed ber Sormel gemdf 
x*(»>*C< a + »>'C .2 -h<)'C. 4 + 1) 'C . 6 + 5) 

12 3 4 
böSßeW^nt C auf bte eiewentc 4/ 3, 7, 2, bejogen. 9lun i^ 
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®Iiebe$ für im gefud^ten £luotienten aud^ ein ^Ob mmi^ 
renbe»/ ^alb {nbe))enberTteS JSetfa^en mfr^Ii^^ |^* -"Sbrn 

fanbc j 1 — ^ = 1 + A x' +' A i^ . v i^f^F^* 

l+ax' + ax»,.. --''''^^ ' y;.".;' 

ttadS) ber eben cnttPidfelten SSorfd)rift, unb'aföbann fffit t45 

fhrobuct aus biefet gorci imb b +-bx* + bx*»u baS iw^ 
langte ©lieb burc^ urf)>rünglid()e SRntti))Ii(ätion bv^bet^mm- 
3nbcffen bürfre e§ jweämaßlgcv fc^n^ ba# teine, w^twÄftfai» 
bige recurrirenbe SBerfa^ren anjuwenben» -^ - iu 

^^^ 
3u ©• 43. 44* 

Ö()f(J)ön bep ^ 2)it>ifionen , bie ju ben Swcdcn^ ic^ 

fiimmtei: 9tec!^nungen gefd^el^n/ feiten toon ben 'ctmfitn 

5Kcjlcn, welche julcfet babep jurutfblefben, bie>^cbj fcpn 

burfte, fo üerbient bodj), bcr SJoUfianbiglPett wegen/ m«^ 

if)re ^tbleitung auf einen bequemen SRe<lHtni6nuiS jutfii ^ 

btadj^t {u n)erben* 

tlnb in biefw SJejie^ung ifl eä fel^r angenel^nt, boß im 
feiobe 2Red(;ani6mu§, üui wefd^em bie fuccefiben ©Heber W 
Quotienten b^tDortreten , mit einer geringen aRebificdtioir, 
9on bem $uncte m, wo man bie @ntn)id(ung be6 fluodeiis 
ten gefdS)l0ffen l^at, weiter fort geführt, fofort bie fucceffÖKn 
©lieber beS jugel^&rigen StejleS in nat{irlic|)er iDrbnung la:^ 
' tjorrufen fann, obfcbon er, trenn ber jQuotient auf irg«b 
eine 2Crt bereit« anberweitig.gefunben fepn foBte^ an^ biJfem, 
bem 2){t)ifor unb Sitoibenb/ of)ne Sßieber^olung ber S)b^$^n 
fogleid^ bie ©lieber be6 SlejieS l&erborbringt 2)Ä SH4 wirb 
MofI baburd^ erl^alten^ 'ba^ man aQe ©lieber be^ 9roMU$ 
üixi bem £luotienten unb£)iüifbr, bie &ber bod l^54ifte^Beb 
be« iCluotfenten bem 0lange naäf l^hiauSge^n/ bere^net^^nb 
tjon ben gleii(l()]&0M be« £)it>ibenbeS. abjiel[)t %xn IfcitW 
tjottenbete ©ibfffon bie foeffljienten ber fuecfffweif Öß*«^ 



etreifen. 6$ toü^ <il^>mtt^«Rtrt >^fuc<^ffH9m >S6tI^t» M 
8Serf(^ie6en8 beffel&en an jener ^aujjtcolumne bebfirfen. ^ um 
Vit iactüten iuf<xmmenau|tAlen/berÄt%ob'uci^^^ 
lion, mit bem^ iU\d)\o^m , ©liebe'' Vee ^lt)ibeM)^ ' mlurd 
im^ etüJti ^ott bem tmllä^in'&änsi^'ßit beti g>u(fe 
tieirtai $e|^ mfiffett/ ju erl^alt^n. ttnb ba iebet Soeffiiietit 
W|f^ÄftH*toil)^ Ott tSe'6))i|e etnet befonbettf SJ^ieafcofumtiV 
'{(cflent wirf, ^fb fßnnen aJfe bie'^rcfeucte;' W f^m 

bim$ 3tbbWo« üerfn5^)flt Werftert fotten, in Ui nmli(!^tk 
(klamm untn H)n geffeSt ibet6eti> bamit bie @i^mtiie Ynt^^ 
ßd!>fl bequem ,e^]^atten . n)<irl?ev. ^§?5^ntt .(^Ifob^q ber erjifn 
Stnlage ber 9iec()nun^ bie Soefftiienten ibe§ 2>it)ibenb^ ^& 
jpoipÄP, tiofeth fij Wit'tHd[)'enj ^efen| fo-Wr^ W*tf«n 
jSlteber jbeS £lui|tienten tinb bes! U^Un fRe^i^ Ui^^n^h 
Be9ber jUfammetigeid^It^ierl^anett xoiü, xlptlahfQ i^ eine ^pri^ 
lOtttalteffie gefielt jtnbj dudi^ ;in bie erjle <|HXu|ftcoIutji8e 
baS ittf))t&n8(i4>! ju befümmenbe A ein|etra^en i^t^ fo ^d^ 
fortfoufehb ber bewegliche Streben/ }Um erfhtt $){^ n^t 
IHnem i^iebrigfteii ©liebe an A {an8elefit> . fS^^rittn^eife imtner 
lim eine; ©tdtte tiefer j^e^rab/ folba^ iet|e8mi>I'bie^^bfcle 
jutS feinj^n ©lietem in bie ber <|)au))tcoIumne/ b^en fte jaft'^ 
liefen/ pet^inif in t^e nd^fjfolgenbei SSet^ioil^öIumne igeV 
fi|t/ unb {ur @umme gebtacf^t »erben« ^ ^lan^t man 
kdbfTti^gt^ ©GMer bc§ £lüoti^mi ^' Bffbietfy^'-ti^f'^iebe 
tat fo €3itfiel^eiibten €(unm«ntur4f b^n^fiyi^^t^^ 
M £Xt)ifiwS get^;, »ftb bar gi^tdt 'i(ii»*>tKUji«n^eb ter 
i^^i^^rO^Utmne) ;tta3l^i^e§e9.:t9^rbm.^'S^ . 

Cinff^^en «b&rt anlv H««^ w»i^b«i Öwtieitttit.fur^i 
4i|I^etr attttimmt; ' i»it bo;. am; iveriborr }A$ v^irnimmiet . 
feoiaiiadi^ '.bcciAisn iiitftell^bm/JBeacaMEutiine^ 
mäie Wef«ä«ti^^«cjiB|t^ »nb^'bietemiöi '4^ 2)rbttmi3 W4 
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mi^m dQ + R=rD, b«tin aitf te^Un Seitcti butöf ^ 

tiWbirt; — ♦ Q + — = — r not^wenbig folgt* 

SBie (ddH e» fepii «»fiti)e/ t^rt^ eituelneS 2CQk9m 8tf 
Jbetocfllic^^ett ©treifene, für im I^tcnSiejl'bctäifeifion^ ofRte 
ifcaf babep ftgent eineS ler loorl^erge^ettben ober ncu^folgeniim 
bargetlent )tt werben braudjite, ein einjelneS i(^m ange^&t^ 
ßlieb ju berechnen, ergibt fTc^ au$ bem ffftt^ani^nM 

3um ffinften Sta^pitfL * 

3u ®. 64- 

\ @onte man ba8 ^rohtct^ber Sactoren: (l + x) (3 + x^ 
X5 + x) (6+x) (10 +x) Keredj^nen, iinb toirbe 6b$ 
fux ein einzelnes (äKteb beffelbe^/ }• ®*^^^ P>e9t« nacl 
bemonfinglid^en/ ber 3(uSbru(f t>erlangt> fo vA^tt xnmt 
aai ben ®r$ßen 1/3/5/6/10/ im angegebenen Sinne/ 

C berechnen/ um eS aK (Socfffsienten neben x* ju' fefem, 
TQSbann mfifite man für bie ©rofien 1/ 3, 6/. 6/ 10/. . 
'^bcn Snbej: l, 2, 3/ 4/ 'S/ ' ein- 

f&bten/, um au8 bfefem gucrji C ju bitten/ »eld^eS bfe 
gormen 123/ 124/ 125/ 134/ 135/ 145/ 234/235/245/ 
345 *egrrt|f. hierauf fcöte man fir'ble ßlemente beS afhbtjc 
i^*8Bert|e/ nnb bere<^nete bie elnjelnen/ bttrd(^ iie.gwrm« 
«ng*0«teten ^obucfe a«§ i^neti, 15/ 18/30/ 50^ Wj^ 
00/ 150/180/ 300; bieewmme aBer biefer ^obucte, m3tf 
»ore ber gefiwlf^e 6oiefffjiertt/s Uttb923,xf wfirbe ba8 MtM 
fangtie britte '©lieb be$. ^obtict§ fe^n;- SBoOte tarn Om 
aKe^ieber.beö ?)iobttCt$ t)ollfianbig erhalten, fö.wuite tfc^ 
frt: aj*i irifd^en bw«^ 3(nn)enb«ng ber ^ bWanntm «^ 
gcfcf^ebn/ bafi man ifwr eine neue ß^ffe att^gormen, bl« tin 
gewtflfeS' Sfement an bep @)5ifee flirren*/ erj^dtt,' tDenn 
man aUe ber t)orl^ergcl)enben 6IaffC/ bie ein J^fiereS ©emcnt 
aB biefeö an i^rer 6))i|e tragen/ jufammenfaft/ um il^ricn 
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(b. ^ '(rif{0 ^ter ll&rent Inbegriff) jene« gcttÄnnte Clement 
(l)iex otö Sactar) be^jusebin. äSi^em atfo nur bte äSil^ung 
ter gönnen fo betrieten wirb, baff man bep ieber ©ajfe 
bie gmrmen 5 Inbegriffe, welche bur^ baS fBorfel^en tjer^ 
füjrtebert« Elemente entjianben ftnb, fönbert, unb nad^ 
ber iDtbnüng bicfc? Änfang§elemente auf . einonber folgen 
läff, fo ergibt fi^ ber @ang ber Arbeit t)on felbft. 2Cae 
.jMfammengefaft, bie \)h\)iv aß mit i beginnen, ^at man 
bie, ttelcben 1 t)orgefefet »erben fannj alle in einen Snbe«: 
griff t)ereinigt, bie mit einem l^hlfttm Sfemen) anbeben, 
aH 2, erbdlt man bie, benen 2 atö 2Cnfan^eIement bepgege^ 
ben »erbe» fann^ u. (♦ »♦ 2)aber bie {Regel: SKan fefee 
mifanga bie gegebenen ©lemente einjefo nebeneinanber, unb 
fnmmire fie iDom @nbe tüdtoitt^, fo baf unter iebe6 t^e 
Summe gefefet »irb, bie be^ feiner ^bbition ju aütn fot 
genben ^^eraujfommt 2)ie aBererpe bieferv^ ©umme« toffe 
man »eg; unter bie folgenben fel^e man bie (^UmnUM^^nos 
turli(ber Srbnung, unb multipficire iebe mit berti unter ibr, 
ßeb^uben Elemente* S)iefe $rpbucte. bcb^^^ble man »ieber, 
»ie anfangs bie efnjclnen ©emente, man fefee "unter iebeS 
t)on ibnen baS, xoa^'^txaiiihmmt, wenn man eö mit allen 
na4)foIgenben jufammenabbirt» £)ie allererfte bieftr. Gummen 
»frb, »ie Dorbin, . »eggelaffen; unter bie fblgenbcn fefet 
man auf« SReue bie einjelnen Elemente; unb in biefer Srbs 
mmg f^reitet baS SSerfabren fort, fo lange e§ mogIid() iff. 
SDie babep aUmdlig »eggelaffenen erflen ©ummen ftnb ejgent^ 
lid^ bie Sablen, »elcbe berecbnet »erben foHten; ^Umt^attm 
'tk geforberten ©ummen ber fucceflitjen GombihationScfaffen 
Ott* ben gegebene« 2)ingett, unb stvat in ber Örbnung, in 
nwMf^et fte' felbjl b^^^orgebn* Sern jufoTge ndbme »ie 
'Äed^nung folgenbeS ©c^ma an: 
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_ </ 3> 5, C; iO 

©ummcn wn Cnte 25) 24> 2i/i<$, i» 

JDie eitrotn te i> 3, 5, 6 

*»^>Kte 24, 63» 80>,^ 

©tunmen »om 8nbe 227J 203/ 140, 60 

2)fe ©(cmente ^ i, 3, 5 

^»t'UCte 203, 420> 300. 

®ummen »om igntJe 933) 720# 30Ö 
2«« ©emente 1, ^ 

?)robiKte 720/ ^00 

0ti)m(Kn "ttwn 4^nbe 1620) 900 



a)te '^temcnte 



1 



fitobuct 900) 
U«b twttiK f^e «iMi, in *m ottmafg disefottbeifnt 
«fen ©untmen t>n \mti\it>en fDpeeatiomn, tfe 6oefftj{enten 
t«8 gefugten 9)rob«ct8/ wel^cB «uf üe Sßrifb : 900 + i620x 
+ö23x»+22Fx'+25x»+x« fe^mpfirt,«. Öle Äctfe 
nana fommt inbefFm ni(|)t |2i^ m, 

3tt -05, 70. 71. 

©oHte ^on tm gactoren 

X — 3i»-f-6x»~2x« 

2x+4x»w6x» 

3x — 8x*+2**+3x« 
ta« Dwbtjct bm^mt, «nb ju t>m ©ßebe, wd^« x**» 
«nt^aBen »fijbe, txt Ooefftafent gcfMi^t »erben, fo »a« ble 

«mbinaterift^e Jtnbeutwng beffetten, "»Vi«®, itm <a!f 
fSadatiottSfottmn jut ®unime 10 «118 bm fies(6e«en (Fo^ 
iienten afö filemcntm ju ermatten, lej<ic^<te man bk b« 
erjlenSartotS 1, ^ 3, 5, -.^j. Wg j^jj g,p^jj„ 2, 4,-^- 
«nit 1, 2, 4, 6 mit 1, 3, 5 

b(e be§ briltc» 3/ — 8, 2, 3, «nb Ut&m amnn 
mit ir 4, 5/6 



fonaen iur @«mmc IQ folgendes 0<^enia: 



6 
2 4 



reali^t 




1,4.3 = + 12 




l.(— 6).(— 8):= 48 




(—3). 4. 2 = —24 


% 


6. 2. 2 = 20 




6 (—6) 3 = —90 




<— 2).4.8 = —24 





'©»«BW + 80 — 138 = — «8 



Bum ffe&ettt«n XapHtU 

Sßär^e }. & von tw |>ot«ii 
|2x+4x»— 3x» + 5x* — 4x»|» 

l>6+7Cx«+', «nb «8 Kme barauf an, "C ou« bett, 
tanf» .»{( 3et(fxn t, 2, 3f 4f S 4flfl^(UMiM (Elenten* 

ten 2, 4, — 3, 5, — 4, ju Wl^cn. 9lua ijl "€ 
aus \>it\en bt^^inltm 9Ummtmi mit feepgefüdten SSmm*! 

teaHfirt 

30)111145— 30)2*.5.(— 4) = — 9ßOO 
120^1235— 120)2'»4.(-8M-4) =+46080 
«)111244— 60)2».4.5* = 48000 

60)111334— 60)2' (—3>*» 5 = 2160O 
«0)442425— 60)2». 4'. (—4) = ^ «I440 

180) 112234— i80) 2». 4*. (—3) . 5 = ^ — 172800 
60)142333— 60)^.4( — 3>» = *" J^^ 

@Mmpie + 115680-269760=^154080 
69 i{{ «ff» boS ^(fuc^te 7tt®Ii<!b nM^ tem anf^n^U^iMt 
-t54080x" 






3u @. 107. 



Ülec^nitngen, &e9 betten Sormett, bie na# $c^#9KAimcf 
^au)>tsroße fortf4)teitett/ ba(& eine gef(|)(offene/.bajEb dn< 
in« UnenMicl(>e fortgel&enbe 3a^I 4)on ©liebem. ^epfeenV «.uf 
?)otenjen beliebiget ^itponettten erhoben* werben ni&JT^/, fuib 
in bft Xf)at febr b^fs> unb eS ift iweärndfid/ ft^ini^neu 
©Ädufigfeit jn? ijwetben* :„ i 



f;'' 



a) @olI bte |)oten2iirung tiuf t^ Sege inbe))enbentetS^ 
ftimniunQ .^t\6^^n, ioMxiiü ßix jfbfiS . einjelne ®^^b beä 
®e\uä)kn b^nbecä. ^i>x^nmmm xhxUxi muffett , ^ tuib matt 
wirb, in bem inbe))enbenten JCwJbrurfe futt ba« rte®Keb Ui 
kefuttafö ftatt r-bie 3o$I ^eS t)et(an$ten einjelnen ©liebe« 
ju fefeen, «nb xoai berfelbe aKbann torf^teibt, iu^i^pllf&|>treti 



V 



c. ®b«te $-6/ t»n (4 + 2x+5x» — 3x« + 6x*..K bo» 
4tt ©lieb na^ , bem anfÄngl{(|>en l^ered&net »erben, fo b^tte 

«ton, t)or(m88efe4t, bafi. bi^ demente a, a, a^ a^ . t^nb a 
; . . bebeuten 2,5,— 3; 6 :. ..i 

i..*^C^ä5a' ^)*C)x* ätt beteebnen . 



Sm (Sittjelnen alfo 



1 * I i j ».A ' •- '> « * * * « ♦ -t ♦ 
5»a4.^)4Cffl4a-i,^,4C + ia5a-5,},*C4yfaja-5.|>*C 






? ^^- 8 



4 



*» = + T^ 

4 —TT» 



64 






512 









16384 
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-''• D«C^ 4 mniftt' = + 6 ' 
^'''-^•^' ; - ' 1 ==' +■ I ■ 

22 +25 

' +13 

■ * ■ 

«n»ßii)I. mit »aSa»-« r: --^ 

i>*C = 3)112=60 
M«%1. nit «18 #*»•» t= '-rl* 



+ VÄ= + ^« 



4 

mttlti})Lmtt«fl5a«-*r:— T5y|5£ . .• 



. mW feÄ« $efttc^te ®lie^ atly^\ 

, t) SBitt man ^lingegen >M^ ^ofenilitttt^ett auf bew 
SBege Ux recttrrirenbcnSSeiiimmttng t>oUfu^rctt/^ fo wirb man, 

Ha^fb^n A±a» urftrt:önglKl(> gcfunben, her affgemeinen 
«ccuipOttSfermet fb \>xtU &ptmlifimtiizn gebttt mfifieii/ aß 

Wim ©lieba bere4)nen-«)ia} m^n wirb ajtfo ^r Am naA 

^ a 

% /l 1 1 

Ar: (n— »1) aA + 2naA 

2a 
a 1 « t t . $0 

Arr (n~2) a A + (2n— D a A+ 2naA 

3a ^ "~^ : 

i; f. »• aUmalift ju bitteu unb'jtt reolifirm Ifobim 



curßpniformel in umgef ehrtet Ctbnung genommen^ dlfb 
Az: rn.^Jl+((r-i)n-»i)aA^,4><(g»>)L)n^k)aA.>+(n'>r4?t^ 

4lS Stmbamniteltesel gefe^toitto*- ... ., 

Statt Hlb'e, ^r r aOmdßg bi^ flBCceffvoett gattjett ß^tn 
f^enb, dbet babep bie A toeglaffettb, auS bfefct oOgemeinett 
0tecutftonSfomtcI fo Diele fpecieOe/ o» tndn 6o^iett^ 
tored^tt wiQ, mlbep Ofxt fucc^pttm JSUibex jeheftmat «ntepi 
elitcmbet «efefet »erben *). 
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2na, 
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3na 
<2a— 1)& 
(n~J»a 



:3a 
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Oli^JÖa 



:4a 



u»f »► 



fOfan combinire femer eine ^ou^ytcelmtmei fn tpeli^ 

i st 
A, A^ A, , ♦ fo wie ffe iid{> oHntSiB ««B^^nif fa tie Äiefe 
ttnteteinatfter gejleB» werben, fb mit ben ebengenonntenlBeti 
tic«IcDltttimen^ baf jte T^ aUm&lli <^^ j^^ ^^^m^. mit 
IttfatmnenfaQenben oberen (Enben anlegt, ^etraii^ tAt 
fb ^)aarweife jufammengelegten äa^Ien att gactoren, ^8e 
Me an« i()nen bered^^neten ^yobucte it^en fU in bm 



<»} 2)af au(^ baiep im ^tifattttiett^oe ^ÄUiytiiii mboMii^, (feit 
9or 9(ugen. m^ ben laftifang^dReietn ber SSerticaicoimiram/ 

1 t s , 
na, 2aa,/ dua, • « . . entfleb« alle ikl^tn, 4m» man m« 

iebem kerfei^e« M a, wetci^i barlii liegt, «rteberftolt «Wt, 
imb He flteile fmceflb Itt bie 0441tfi$igeiibett «obmmen, ftritt« 
iwife fetelmrt! eine «te» tfeftrr Vn^bgebeab, <mf(W». 
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na4hfB«^^. bei @#ema6, fo ip^ man ic^fdmal ein 

bi> fünf eilten 3l(ieWlbere(^et tpevbieni fo loärfe bol ^o«^ 

imittnitptSfcxM fol^enkS: . i • 



■•'"ibfe^ .' 
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SbattS Me (Soinmnen : 
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Gumme 
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U6 



u«f.w. 



' |[^t {t^ tnrd^ n)&lß(!^e 9{e4)nund taS &d)ma Mi, fo 



■ «DmSdd rfrtwwÄtW, «nb fo mit ff* II* ««* nnb n«* fiitwWfto 
iuitct ({tMBbtt/ W« A/ A, A, . .. «ff^rbS« mtWn, »f. 

«IS 

qnonlfc^feft ©o« ««W r« ftbt »««I an, bfe A» A, A , . . . 
. in «ine @o(itniiif.««Nft wr«n jii fU»«^ «ift teft«id(|fK tet- 
fdbe» «n bi< folatnbtn «w in ie»binilra v» «»l|Mi«- 
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6$ {|l alfo baS Slefultat: 



1443 



9Ran fonnte aOetbinsS, tvenn man \>k StecutftenefoitmdE 
in iwei; Sgauptt^tiU^ ben einen aQe i^re )>ofttti>en/ Un an« 
bem aQe i()re negativen S£]^i(e ent^altenb^ jerlegte: 

y- wo T-kk 1T*1 y*ll T-k k i< t-t 

AZ Iii(aA...4-(r-k)a.A...+aA)— (aA.>.+a.kA...+a(r-i)A) 

ra , 

na^ einen anbetn iD?ed^amgmu5 be^rfinbeo/ toobep eS auf 
iioep dolumnm, au$ ben a gebifbet/ ttnb in)C9 anüft mif 
af^nen iu tetbfnbcnb^^ bie'a«« bin A !^te ©liebet eV^atte* 
mupten/ anfommcn tourbe* Dtefer erfotberte aOerbtngS 
weniger IBorbeteitung afö bcr obige/ aber er ipurbe in ber 
Xuöffi^rung befc^werlic^er fe^n» * 

3tt ©♦ 125* 

2)ie 9tege( ber inbe))enbenten IBered^nttng ^on @rt>ottenf 
iialgt6^en im naturß^en @$fiem/ beren @rt>onenten Sinnen 
ftnb/ xoAife naäf ^oktiitn wn x beßebij) 'fotffid(^reiten/ be^ 
barf feiner »ejteren Sriattterung; man muß tl^im einzelnen 
^Oe^nau na4)foIgen/ unb ein erleict^tember äSe^idntui 
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noie man ^t: : i* ^ ' ' ; 

• j ■ ■ • ■• 

}>€. ba$ U^Ue ®Hti nad) tem anfättgtic^ett/ fowuite; 

M( (^^ettteine SS^tfd^tift entwicFeit unb fi>i(ian{ttt^ {nbem 
mn in, \>m TSxtSbmäi i..t2[*—rh tftft'f 3« ^ak^Mütk 

je^ert, bie ßo^fpjwnten her ^aW t)c8 j^fflcbcnen ejcjHmei^ 
tei^afö t9iebet^%^e Elemente angefetiit^/ au6 beneti:(^mf 
bitMtionen ju befiimmtm (Sumio^n gebilbiet toetbm foKem ^ 

angemutet} refUjttt} jnult mit; #t . . ;" 



, j . T : 
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»»•C = 3) 114) 
222 



6)123>, ^ 
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" 3^r!f '.i-r-jü.-.' 
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»»•C = 4) ilim = |5S - 
6M122^ ^ 

»»•C = 5) illlä = 320" 

»>'C=: liiiiii = 64 
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3u «. 431. ' 

T>tt Vlrc^aniMutf bet irecmdmi^tr SMr^uuns f ottti bem 

bto btt ^it)i{!on bco^c^teten ganj ^f^nlidi^ auifaaeo* 

, f. . »V ,•»".'<( 

^aSon ^ftc e{tte;fQertkal€otomne> ip ipiU^ bie. §t$ 
fttcä^tm Soeffijienten, in bet Orbnung/ worin Pe entjte^n, 
oM»f ; cHMibtf S^ Y)^^ f fo • k# #i^ t«ben ) ^»ifitMi^ 

um bie^iu feiner, jl^ere^^nung'nitl^igen 3af^Iea ein^fcf^reibeH/ 
eineiR»itt^6orii«tmjre9 Wdbt. , * : 

jDie-6eeffijih!teii be» gegebenen €):}M>nentett> ieben mft 
f«tt«tt tignenf Sttber 'mttJH^rtfdrf , fi|i incm; \>m ittt^n 
aüfflkiijivA) f <mf tihen bewegrit^^en '©ttetfem liefert' ftge 
matt Jttteftit«! mi We €olümtrt>' »örin^bie fcf^cti ^efnnbftfim 
A jlel&n, fo an, baf bie nnterjten ©Heber ^onbttjim mbm 
dnanber liegen, bered^nc "oKbann bfe ^robiictc ber rnibem 
bobep l^nwlfe juf^meageregten Aainb a, fete.jic fit 
ber bajtt beftiriimten Sieben :seoöjmne unter einanber, Wlbe 
il^e ®ummt, unb bitoibire bi^Je» burcjj^ben Snbep be6 neu« 
geftt4>teft A/ fo wirb man imä A fel6]f erl&otten. 3)er fefie 
S^eil beft )@4^emad-n)kb bem gemi^ fo auSfe^n: 

CoWtnnen ffit , ^ . 
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l4 
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Senn {t^ baffelbe fär einen einjelnen beflimmten SaO 

Cixifm, S*C. »enn e^ ^ 

Am<IN^ mrbm fod/ fo tfl fMgenbeeStefultaf U^fObetn/iioot 
btif ber, fdS^ritftoeife i^on oben berabgebenbe bewegli^ ®tr«^ 
frn in feiner festen Sage bargefteOt worben tfk ', -^ 
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9953 
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1 ^ 2X^ 6x» + ^x» + 89x* + fl»4»» + 9953X« . . ♦ 
3 3 15 90 

ätt @. 137. £38.., . '. ,. .,1,... .;> •;•...., 

•) 8p8«rit^mm^ »on ®nmbfoi:Mni »ci^. 61 ,t>^i ^^ 

^.Xnwett^unjie»! bw «nalyf», aefw^J ,:'>«^?jft .^«J»»«» 

.11 

H^i% arrA iinb aSfletttdil: ; 
naCi^^ — iAa — 2Aa»..~iA a 

I ■ ! ■< ilBi I ..I H ill ' *^ r— '-''— 

!4Mi<i«f iw<9f<t^( ^Ht in 2^ti$fe{t> gefeit «MtWti^ 
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j^tMtn (Slftbert) beben i^ben ^robutten ,auS ben A in Me a 
f^rlemineh, j^iSmoI ^ix t^nA^^lO^fixtß^xc^ ^^ J9fkn 
^ matt ^^ i^ttt {n biefer %otm ,beb1et^eo wm, tnbem imm 
ffofti, nac^'unb nadE»> 2/ 3, 4 «i.frW^-fiiNlÄfet^.fo 
lolele aiiiale^^ialiftn mrbm' jm^ffen, riattzbü äol^iber.M» 
langten' ©lieber anzeigt unb fi i»v6> ^e(fmif|gjet^n, bolbe^ 
jl^beSmäl in i^x anf^nQi .bie a: n>€g9ulaf[tn, ^ fibiigenf'i^ 
mjelnen CBHebev in eine SSeijHcalt^l&t unter, eihonbet tu 
fe^en, . itnb biefe Steilen mit '3nte|:bäKen mUn timm^ 
jufteOen*)* ■ 
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— 3A 
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eiminic 
:5 



aSenn an biefe ^rumnen anmaltgteinr Serttcalrei^, k 



toel^K bie gefucliten 6oefftjtenten i, a^ a> a, ««« fif tüie 
^e naä^^nnb nad^ .f^ewortteten; unter eftionbcr geffeHt erft^ii 
tttn , fo baf jebe&mal bcpberfcftige obetjle ©Beber jufammem 
fbRen^ angelegt loirb^, imb bie ännegen'6t^''af atS^actoren 
fit 'bie ^ngefeSten- (Soimnnengßeber gebrau(|^/ 'Zeigend b!e 
entfbi^benen f)robuc(e . jpAdi^ 4Ba|fd^nft V^..|iei)e6ina^fn 60!^ 



ti 



in bei IC^öt tn biefeii (Xet^en jenfetr^ i^ret swe^it ®(ie^fr nur 
bie fttcceflioen ^teffa^en berfetben^ bia^onai mttxwixHt^fitt^ 
wtUmmn, ein it^t furje« a^crfa^rcn gffi<ittet fft^ " 
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tmut^tftiam •*}*'■'■ '" ■'■■■' -'■'''■■■■ ' 

t» b«tt<^<n, wart»* fiW MH«*S«OMi«*tt«KPrte.®^ma 
bw'Sted^ang, »eil ^iet" . 
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1 baö ©efu^te * 



tnai tcn öbrigen votattaufteuen, unö ba^ Siegelt betfrtoen äh 
biefe in ©ebanfen votjwiwftmen. > ^m fte ^ntpaften^er be- 
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b. SÄÄtt jlelt We 3all)refceff!iidt(en ju bcn a. Sn bfefem 
Sali iji ed am bequemften, ber -^onndi bie ^efialt ju geben, 
aK mnn bie fuccefftüen a/ jebeö mit feinem eignen 3nba; 
multt))ßc{rt; iuxd) fte gefunben tpetben foQten* 

rQ~rA-^aA — 2aA— -SaA^»** — laA«*.»— (r^ — i)aA 
üRan ftifte alfo jwe^ SSetticalcoIumHen* 3n bie erfte bringe 

1 « 3 

man fo fett A, A, A, ♦. bie gegebenen Goefftilenten; in 
naturii^et ©rbnung unter einanber gejielR» SrSfe jweijff 

fefee man^ Don unten aufjteigenb, W gcfu(3()tcn a, 2a».\,/tia, 
fo wie fte au^ bet 9te(ä[)nung l()ert)ortreten , mit umgefe^tten 
Beid^en &ber einanber^ unb eä wirb bequem, fe^n, wenn iit^ 
fc6 am Slanbe eine^ beweglichen, an bie (SoUimne ber A 
icbe^mal anjulegenben fetreifen^ S^\ä)k^U Sieben ber etjhn 
ßolumne ber A mii^m aföbann nocb anbre SJerticoIcolwmnfiii 
weld&e toriduftg baö A, bef[en ^ai)l ber il&rigcn correfponbitt; 
mit bem eignen Sftbejf multi))licirt, aK oberpeS ©lieb in f^ 
atifnelSimen, gefiiftet werben* @inb nun \^on einige ber'gei 

t z z • 

^\x6)tin Sal&Ien a, 2a, 3a, ... genmben, fo rege man bie 

j^rtiealcobimue , auf weld^e fie mit umgef eierten Beid[^n.gea! 
tragen finb, an bie erjle ber A, fo baß bie oberpen ©Heber 
t>on be^ben pfammentreten, bered()ne bie ^robucte aSer, 
auf Mefe 2Crt aus be^ben Kolumnen jufammengetretenen ®Ii^ 
ber, fefeepe in bie folgenbe SSerttcalcolumne, beren Sal^f 
ibentifc|> ift mit ber beSienigen a, wot)on bieSmal. ein SSlet 
U^t& gffu^l iG^irb (im.3u{amiri0iba)ige berSte^arnttgaOemar 
bie u&4){tfo(genbe)| unb <d)b{re bie ©Heber ber Solumne* 
^e @umme wirb ba$ na^^^of)m a, mit feinem eignen 
IStm mmpam, »artfeten; »fan l^t alfo feine «Ä 
SBorarbeit ki6t|)lg aß baS S^ema: 
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= 2a 
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=:3a 
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= 4a 



)U..cntn)etf!en) bo«^ eintragen bet aus @ummat{cn tiefet 

benmii(^ auS^nfa&enben Solumnen entßel^enben 2a, da, * . 
in eine betpeglid^e SSerticalcoIumne, tmn erft ini äSeidfonf t^ 

Sle^fti^ng gef(^e^n/ wel^^e bamit; baf a rr A gefe|t n){rb, 

an^t ®o iQ^itrbe in tiefe juerfl ^(ep --a fommen; am 

jelegt an bie ber A, wfitbe blof ba* f)robuct — aA enfe 
mn; bied in bie nid^^fte SSerticaUoIumne gefegt, n?urbe 

2A ~ aA ~ 2a a(S @ttmme bacbieten* 9htn ttfige man 

in ber bewegliche» SSetticaUoIumne tiUt — a bad eben ge^ 

s 
fMbme ^2«; angelegt an bie ber A, etgdben ffdS^ bie 

?>W)bucte — aA— 2«A^ eingetragen In .bie nadS^jie Um 

3 12 ^21 

JBerticalcobimne^ entjtinbe 3A — »aA — 2aA, wownbie 

^mm« = 3a tu f^ 19* 

«pWe »ie bor^ftt log (i + 2x + 3x* + 4x^ + ) 

auf bi<e 3Crt ifet»|net wrbett, fo ^Sten^ fU^ bie CEt)rmnnen 

«if . p4>ft^b<^ «rt^; t0Q^ üibefien ^r, bi? -rr «# -rr'jOf^ 

3 ■ ' ^ ' ;• 

•*3a^.f,^ « aufPeigenb entl^a|tenbe al».ben)egri(l^ gebohlte 
Serticalfheifen mt in feiner Jetten' Sage, bep libittid) ber 
Xedfltittilg, bargeßeitt mürben ig« 



340 ~ 



4 

•4a 

3 

— 3a 

t 

— 2a 

1 



2;::A 

c 
3 = A 

3 

4=:.A 

4 

5 = A 

5 

6 = A 


6 
— 4 


12 

— 4 

— 6 
2 

3 

= 3a 


20 
-4 

— 6 

— « 

2 

« 

— 4a 


30 

~ 4 
— 6 

^■8' 
-■ 10 


2 
i 

= 2a 


2 . 

5 

= 6a 



e« tt)fti*e alfo, bfc ©limmm fcft SBmicaI<otumftett,,bjir^ 



5 '' 



1^ eigne». SöMceiS : Woibirt^ a=^l# *.= !/ a=J/ azzf 

fftnf näti&folgenben ©Kebetft entwirfett rt 2(x + Jx*-f 
+lJx^4-4.x'.♦0 wetten. 



l^s 



. ^ugenT^etnnd^ ift bie jwei^f e fWefl^obe m'el ^^4 "»* 
c) JM«. iöt>e})ent<«te Sleftlmmung ,^ t>ap ffir iq^ 

IS 

(1 + Ax 4- Ax» ♦ ♦ ♦) oBgemdR bo« i»e @3ieb 
i..«2l^_.|,iiGJx'», voobep 0(^ We epm6ina«onen" au» 

t>«t gegefcenm 6oef|ij{entcn , A, A, . . . atö wfebcrl&oIbaKn 
eiementen erjeugen, I4f t ji^ o^ne SßeittteS 4««fiB«tt. 

2(1 *. e, log (Hr2x+:3x» + '4x» + 5x^ + ex*.0, 
■'jtt bere^Hen, wib »itt man ^ae 5»« nad^ojgetrte ®Iiet» M 
3l«fuKöt8, fo crglM ^r'nrrS Wc JReartr 
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®Hcb f i» : 


Sur baS fe(i)§te (Sltcb wörbe bcr 


Soefpaicnt _ • 


»)' 


C-i,,«C + 


H>'C^^ 


= p«c + ^p*c-jVc. . 


«ngebeutet; 


rediffrt; 


ntu(t 


mit 


»)*C 


= 6 


— 7 


1 


zz 7 


• 


2)15» 

2) 24| 

33) 


(24 

= {30 

(16 

70 


-4 


=-> '•' 


»,«c 


• 3) 114) 

6) 123: 

222) 


( 60 

= {144 

i 27 


V ■ 




4 




231 


+ 1 


= +77 


»»•c 


= 4) 11131 
. 6; 1122/ 


/128 
. 121« 




i 


< 




344 


-1 


= -86 




= 5) 111112 


= 240 


+ 1 


= +48 


»>»c • 


= 111111 


= 64 




= -lOf 




\ 


©umme 1 
* Hi SStrIangte. 

r 



4 
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if ^**^.?*f" ©P^rn«, unb f&» iebc Det mm^ 
fwmeln <q»}>torfmaff»' auf lo »ecimarfleUen tnttoidtü ibtm 

c„K% ?*,.*"^ **^ ®e(^ale «ic^enben ©liebet berfS»«! 

F ='^'* " 

1 • •■' 

7-^_ =0,16666666666 

j—j = 0,04166666666 

1- ■ ' •' • •••,■• ''■ 

7-7 =: 0,00833333333 

j—g = 0,00138888888 

j^ = 0,00019841269 

1 ■ ,' - ' ■ 

j^ =0,00002480168. 

j^ = 0,00000276573 

1 

J^ = 0,00000027667 

1 
7-77 = 0,00000002505 

j^ = 0,00000000208 ' ^ - 

T"--^ = ojoikwoooooie 

1..10 - 

1 

1..14 



1 . , •> 

— = 0,00000000001 



2,7182818284 
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2)if$ SSefuItot ift/ <md!^ru>mmm, t»{e ®ttmme fo weit fte 
ouS kn angefe^ten ^t)tiUn berechnet xoctbm tann, fep auf 
■^ ,^mmaifißm Mi)tls gebitbet; uhfe^ar uber]&au}Jt W8 
teiifii den<#,. ba i^ i|)re6 legten @Itet)e$ i^re 2())))r(^^ma:: 
«Md^fHi's^'f^/ dne 3<^^lf bte erfi in »ir I3tm SDecfmalfieae 
^fliitann. ^ ' 

©{^ iogatit^men ber IQ erjien ganjen 2aWn crjiatt marv 
l^^gjil^in au8 ber gomtel: 

auf folflenbe ^rt. 

1) @e^t man f&t x jueift !>■ fo tommt log f =: I«« |, 

X = 0,2 ' 



X' 



3 



= O/Oojxi^ooboo 



X 



— = 0,0(4)00182857 

~ = 0,00000005688 

*" ' ■ ' 

— = 0,00000000186 
11 > 

^" . 

— = 0,00000000006 

13 • ' , 

0,20273255403 
boW«» =0,4054651081 = log |. 

2) @«|t mmibt X 5um 2UftSKfl!e ^, fo gitt t»tc gomer: 
log |'= log-f , wtrSt man t^rc 6 vc^iw ©liebet pfout^ 
raenföft:- 
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X = 0,14385714285 


. .--. 


. .. 


^ = 0,00097181729 
3 


, • 




|. = 0,00001189980 . 
o. 


, .. 




^ = 0,00000017346 






- = 0,00000000276 




• 


X«* - - 






■r- = 0,00000000004 


• , 




0,14384103619 




boppett 0,2876820724 = log f . 






x" 14' x" 


1 




lO iz 


2i 





3) @efet man jum 3tett 2RaIe x = |, fo geben We 5 
ctjicn ®Iiebci: ter leitenden gwmrt log -^ = log | 
x n 041111111111 



3 ~ 


0,00045724737 






6 "" 


0,00000338702 






x' _ 

7~ "" 


0,00000002986 




% 


X» _ 

9 ■" 


0,00000000028 






tojJpett 


0,11157177564 
0,2231435613 2= 


logi. 

'* 18 


X» 



.1* O 9 OD 

4) ®e^.m<m euMl* x=^Ä^ 1^ «^^WW Hiön üuf dUl^em 
iffiege log *Ä«* = log (|f )^ He 3 e'vllen ©Meter tejl^ripel ' 
iufammenfajfenb : . ' " > . 
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X = O,010i0iOiO10 
— =: O/X)009O34353 

,, — =: O/)0OQ000G0O2 



'."'- 0;0iaiai3ö36ö ' • 

ioppüt 0,0202027073 — log ||. 

;^ftr<m8. ergibt jt^)": 
- log f := 0,287682(»'34 ' ' 

4- log i — 0,4054651081 
' log' 2 = 0,693l47i805 
2)ie$ iu log I abbirt gibt: 

log 3 := 1,0986122886 
tog 2 wrl)oi)<)ett gibt: 

^og 4 =: 1,3862943611 
TAe & m log I = 0,2231435513 

log 5 = 1,6094379124 • 
aSon fefbft ou* log 2 + 1«S 3 ßnbet ft(i^: 

log 6 :== 1,7917594692 " 
eben fo «u8 log 4 + log 2: 
log 8 = 2,0794415416 

Unb flW* 2 log 3: 

log 9 = 2,1972245773 

Hai 1.0g 2 + log 5: 

log-lO= 2,3025850929 
gnMi(^ log 10 + log 6: 
ZZ log 50 =; 3,9120230054 
N^^vumlQgjS g 0,0202027073 abg ejoaett 
Iog49w3,«91^029&l 

®(tt>on btc ^ift«: 

log 7 = 1,9439101490 
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3tte.l57.9t4. 

3CufWegormdlog(a+b)=loga+i-i(-y+-^-y . 

a 2 ^ a' , 3 VaA, ,. 

Stfintiet ^ bie (^inv^tmi bet fogenannte« ^rapftr^tf^ 
t^U in ben gewil^nnt^m logaritdmif^nt 3afi^...||i^ 
vottet^ in Ta^t auf bie brigdifc^en ioi<ait^mm,.tim,'^ 

loff ^/\ 

®<» i^^ ~ *"* ••"«« A, fo jttt uufte Sötm4> «u| 
6(9b<n ©eitm bar^ log io btofWrt: . ! , 

Sltttt fint> bie Qtwh^nli^m XaUla fo eingericl^rt, b«p;^ bie 
«oflarlt^nwn aO« 7affftfflen 3a^ren, bfe wn 1,000000 «», 
frtunflweffe iebrtmal um loo einbetten june^raenb, iii 
10000000 fbrtf*r«itttt, in ft<i^ Wi^ttt. «o »ilib« 'Wfo, 
wenn eine biefer ^a^en a ift, bie ni^p a + lOOfSKi, 
mithin i^t &)fl«rit^me, log brigg (a-f-ioo) (»eil JJ^ere 

fjirtenien be> S5ru4)8 1- be^ ein« fBere^nung, bie.ni#? 

toe« fTebcn 2>ecinwrtfleflen ^ittattSdel&tt fsB, • »ejf<dlett,) 

= log brigg a + r-^ . — fcpn. $)a nun 
log 10 a 

log brigg (a+ 100) in ben Sttfcin felbjl fie^t, fo wirb man 

nnmittelbAt aus ii^nen bur4) ®ubtraction log brigg (a-f-ioo) 

— log brigg a, ber Äürje wegen iüti^ /f ongebculet, nej|s 

men »nnen, «nb alfo p^ . ^ = // fe|en Wbfen. 

log 10 H 

Sff nun b «einet al^ lOO, fo gilt um fo m^t bie $o^ 

log brigg (a + b) = log brigg ^ + j-1- » — unb «R 

log 10 a , ** " 

in iftt f&t a = j;^^-^ gefegt, in bie dleit^ett^nbe 
log brigg (a + b) — log brigg a -f — ^ über. 
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3af^I' ai gegeben timben muff; n)enii tie 3al^l a fe(bfi um 
trm tleitm ä^lgieß b juseüommen l^at, fß bet fosehailnte 9t(M 
)>0rtfimaIt$eir. iDie SSafi^In ent^Mm, fit jiebed ^, toefc^eS 
dShtftIfg fnf fl^nen l^en)orttittr nnb f&r j[ebm twn ben mm 
SBcirt^ett; b{e b a» Seltner ^en Wn, boS bet^net^ 

is • — ^^; woöDtt betttt ein äclE)nteI ben SBetr^g für jeben 

gleiten SSert^/ ^^^ b afö &ner erwarten in5j}te,batKetetr 
«^tfl^ wetd^et ^fo blop burc|^ .^nabY&dtn bff -(^m#a,um 
efne'@telle^ in ben fbf b afö äe^nev bereit liea^nbe^ 

b ♦ r^, et^aKen »etben Uxm. 
100 ^ 

' »m j. S/ben gogaritbrnen bet ?)rim}abr i9 au etbafte«, 
n^&iDe in..@em4fbeit ber $ormeI n 6» 

Ioil9=ilogl8+ilog20+2(^-^+^+-^^^ 

ßefe^t werben, wöbep log 18 = 2 log3 + log 2 nnb log 20 
= 10^5 + log 4 oXi bereits fr^b^ gefunden i^orouiSgefett 
»erben bürftem 

9){an b(^tte fibrigenS baS ®efu4^te aucb burcb bie einfacbe 

»mnel: !<>« X^ — 1) = %2— ^~ + ^^ + — +....^ 

erbalten f innen: 

* WIerbfng« würbe man. im lefeten gatt fajl bo^)^)ett fo trfel 
SiltebeK afö nh e^enin bie @umme aufjunebmen b^ben^ 
um gleid^e 9t&berung iu erhalten* 3(ber boy))eIt fo mibfam 
^&rbe bie OZedi^nung nicbt werben, ba bocb bie unya^nfm 
9>otenjen berecbnet werben m&ffim, wenn bie ))aaren eö aucb 
allein fJnb, bie in bie @«mme aufgenommen werben, nnb 
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^otenjen \)on $0. 3m ©egent^eil würbe ftc^' t>ö8':ä6fiiBal 
lfM)Ut M^ be( gwepten Sormel. (dl nwi) ttp crfkii: yi 
@tanbe bringen (ajTem Unb fa fonn tiefet SSc^piA ' ißxi^ 
©eri^tigUng ber ttf*t hnmet gei^trig UgknitUn "Vütf^t 
nbet rafü^ere ober langfamere Sontmgeni d|)^P):iiittilbffl 
Sornteln^ ttnb ,t)amtt gufammeniddngente getingere 9^ 
axh^tm Jei^tlgfejt bei: na^ i^nen anjujleaenben Sle^ifttmdöi 
bVenen/ ' ' ^ ' ^T :; • ' 

3u ©• 160 -- 162. ' ' '• - '' 

35ö Rogarit^mimbefce^nKrtgen t!)eorettfc^ unb ^ottifdjf j« 
b'en »fifttiäftot Ärteitea ber Änal^ji« gf^Sten, fo'wWeirt 
aUerbing^ ber 3Recl?ani5mu$ berfelben ^u mJgfic^fler Öte 
fc^mcibigfeü gebrad^t gu »erbem 

I. ajBilt man bev ber TCufgabe; jw einer beHebigen Bd^l 
ben Sogörit^men ju fünber?/ ben blrecten SBeg^ einfiö^l^/ 
büß man bie 3<\&I/ na^bem fie burc^ ii)xc eigne Ij^od^jle Sfffer 

bit)ibirt werben ; fn Sactoren ber Sorm l + — onflSJt, fo 

10 * 

gibt e$ f^tveriic^ für bie erfte biefer 25iJ?iftpn^n, wo n.^i 

ijl, eine Äbfür^ung beS urf))rungUd)en 25iüi{ion^perf(^ren«t 

^lan tt?irb olfo Anfangs, wo bfe loprliegenbe 3al[)rbfe'gorm 

1-1 + |r ♦ . • ffat, «nmitte(bar bur^ 1 H — 

10 '^ 100 ^10 

an x\)t JU biüibiren, tinb ben £luotienten auf fo ml ©eci^ 

malen, aB bie beabficlf)tigfe Slaberung ber JRedS^nung nif^g 

ma^t, JU entwitfrtn l^abem atber t)on ba an fan» bie aUju 

meine $)lt)ifi[onSregeI : 

+ 75« + jo«^ ^ ^ lo«-*^^ * • ^ "*" loO ^ * 
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' *3Jief« ÖJegel flemaß »fitbe man mm«*, uni i + ~ 

b'^, %it)ij^ («ftft <m§ ket gönn toe«, Stoiten)» obiufd^«|^n 

i&dfeitv imb »cnn Ätöbänrt tet Ste^i- (t^„4.i + ^+»' •) 

fo^U^Ojb »lebtr^ott bur(^ bcn jweijtett ^^eU be«.;^«^ 
ft^nitttnen SWfore mültiplkitt, bie ^robutfe mit regelmagig 
ab»c4>felnben 3eid^en jur ©n^cit lf)ininabbt« n^urben, mußte 
.««»n. b«n Ben)finT4>t«n ÖuotUnten erj^alten. . . , 

;^t nwn j; €. bie 3a^l 1,839, fo »firbe t^t «rjiet 
gactw 1,J3, unb bie bamit urf»5r&n8li4> ju »oHjlc^jjenbj 

25tt)ifto« itQaU : 1,02166666666 

^i« 4,0ia( objefl^itten. 1,02)166666666 
fortft>.0,02multil)r. +3333333 

«nb mit «^»ei&feln» +66666 

ben 3«i4)«n ju ^ "^ *^^ 

«bbltt, ttme . , 4- 26 ^ 

1,00163399892 . ^ 

<Ö8 bft* Slefuitat b«« an jeneic Sa^lburt^ i,02 ju »oflji^^riä 
ben 2>i»ifi»n. ©benfo mit bieftra. »erfahren; 
> i,Ö0l)63399892 

— 63399 
'' ^ + 63 . . .,' 

i^00Q633365A6, 

H^i^t mn ben «luotiej^n ber neuen 25i»ijton butc^ 1,001/ 

unb b«an ®l«i(^eS »eBjoä««^ 

1,0006)3336556 

•7- 20Qi^ • 

1,00003334555 . 

ben ÖttP««»ten, »el«et «u8 ferner^ X)it>litott bur^ ben 

»iwfw 1,0006 entließen m&fte. mx bep ben . folgcnbert 

©{»iflenen et#t ft.c^ bie 3R69ti*feit neutt bebeutenber ^^ 
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b 



na(^ *ett ©runbregeln iet ©iöifion = l+f— 4, , + j^^, • • ♦) 

cvßt^t, fo barf man offenbar ade ©Heber ienfei» ter 
bebten «rjlcn in biefer gorm weglaffen, wenn man Wi 
Sec^nung nur bfö an tie 2nte £)ec{mal{telle treiben tpiS. 
68 ifl alfo folgenbe (Regel fiattl^aft; 



bur^^ + —^ biüibirt, unb bie SJeflimmung be« £inotiintm 



a 

10" 
niäft aber bie 2n-ite2)ectmaI{ieIIe l^naui getrieben mAm, 

a * 

fo lofd^e mai| nur im Diwbenb -Tia' ^^ ^* ^^^ ^^^ 

weld^er bem testen 48ttebe be« ^e^tl^eili^en ^'rtfor« gMd> 
ifL %tf biefe %tt a{fo aSmäKg im SMüibenb na# ber 9ld$e 

to»' i^+i^^*5^^^TiT^-- »^fl^^"r^^^^^ benn iuKe^tl, 
(lebn bleibt; wirb Reifen, i&nburc^i+^; ^+io'n+i'**'" 

1 + ^^jn.i* «ö^ «ttfc «ö* btoibirt/ babep jule^t aB 

£luotienten 1 erbalten ju l^aben« Sft alfo ber i)orr{egenbe 
Snt(^ in 2n ^ecimalftetren entvoiifeft; unb t^ie SDMfforr/ 

wel^^e in gactoren ber gorm 1 + — „ jerle^, fo wft 

10 

bwgaf&*t> baf ber nte biefer gactoren gtfunben toerben fami; 

b* 1^. ift bie äd^l, mlä)z ferner in gactoren aufgelbst »er^en 

foE; fo gebitbet; bofl ffe aucrjl m ber nun X^ximU bfnter 1 

eine bebeutenbe äiffer fübrt; fo brauet man nur aKmaKg 

biefe 3iffer unb jebe folgenbe bi^ an bie lefete^ olfp iebe 
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t^a ter nun bfö an bie 2nte ^um iwe)fUn fS^tlU dmt 
iorm, Vexin et^er Si)zll l ifi, ju madjiti, mi man wirb 

■ We gartoten be? Oejiatt i + ri^f wobnr^ i«nc 3«l^l .ferner 

'}u Htiibiren ffi, um einen Iluotienten ju geben, ber VH an 
bfe ^^y 5)ecimaljielle mit i jufammenfdUt/ ol^ne »eitere 

' 9te((|nung eti)aUm. ^an b&rfte nodj^ bequemer fagen : , 
®aDieIe im 3(a§bnt(Lber t)or(ie$enben äa^l t^on^er Sotm 

1*4- ^n + ^n-Ht + • *• i»^f*«n 1 wnb i^rer erjlen bebeu^ 
kflbin Siffer —„ jie^n, [eben foöiefe öon ben auf ik nenu , 

10 

Ii4^e folgenben barf man fo wie biefe felbjl ]j)ert)orl)eben, 
um jptbe jum im^tm Ä^eiie einer gorm Don ber ©ejlalt 

Sn >eA Giften JBeijfpiete mar bie ©iö'ifton an ber an^ 
\b$li(i)fn &aU 1,839 fc^n foweit getrieben, baf ber 
iQü^tient 1,0000333455«. $en)orben xoat^ 

$ier ift a(fo baS n ber aSgemeinen Sermel =5, unb 
nm wirb l,0qp03, 1,000003, 1,0000003, 1,00000004, 
1,000000005, ol^ne weitere 9ied^nung afö bie fo(genben 
^it>iforen anfefeen bfirfcn, fo baf ber lefete £luotient bi8 
auf, 9 S)ecimalen mit l iufammenfaQen mu^. 

£)a f&r gew&l^nlic^e Sted^^nungen biefer %xt eine ©enauig^ 
fdt auf i7 SDecimaten \>iüanit jtt Werben ppegt, fo öenugt 
a pahtp, nr:4 ju fe^en, unb a(fo bie ^iofffonen, mo» 

Imäf p^^ ik Sa'fyl in gacloren bo;i ber gorm i4 — 

entwitfelt^ nur fort^ufe^enV bii ber £luotient in feinen 3 
9$m ®ecimal(en o* <nt]^,. too man benn bie 4<^ unb bie 
3 nad^ ibr folgenben, ali ixot^fUn Steile ber gartoren ber 

8orm 1 + — a# »^l<^« 8^ fwdS)^» Pnt; anfeften fanm 
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II. Äu* 6f5[ ber aBniaHgat »ffämmttng bet fothwn 

»on ber gotm 1 + — „, »wburd^ *lft echter Äecimattni* 

bet ein^e« immer na^er girfitft »irb, itnb Äraun^en b^ 
«n f[^ f(^>on leichten ÜRefi[)anJömuS mi^li^ 

^at man ben gegebenen SBruc^, wie im Äefte ge^^n, 

bur4» i -^ (^„ + ~„+, + i^n-hs- • •) fW3e|l«»r »» 

a, b, c, u. f.». b'iie nottabif4>cB ergingungen' berjentge« 
äJffera feines urfprungKc^en 3Cuebru(f§ onbeuten, welt^e ne^ 
nf(I)t felbji rr 9 ftnb, «nb mttWpritirt man i^n in b« 

neuen, ©ejlölt mit ! + -„/ fo wirb baS Drobutt: 
lu 

25er re^te Ä^cil bcä 9)n>buct8 fann offenbar ^i^penljur 
Sn-ittii Setimaljieße aufzeigen, foU alfo We 9ie(^ttung 
nur bis on bie 2ti-iu aJecimflljleae getrieben. werben, f» 

&eiftt;benS5ru(|>i-- -ii --^f ...mifi + i ' 
■ .10» 10"*^^ iiy-^« ^^S?' 

mntfipticiren, nidjjte anberS, oK: -1„ au§ l^m »egrajfen, 

unb umgefel^rtj ef wirb alfo Äamdlfg «uA - ^ , f^ ..; 

° 10»"^ »'.10»-»-« 

au6 i^m entfernt, b. I&. ejr wirb in l »erwanbeß werben, 

wenn man il^n femer|»in mit 1 + - . , 1 + i. 
murtipöctrt. a»«n er^dlt auf biefe 2Ctt bie Satteren jen^itj' 
^ "^ 10° ^^^^ '^^^ Sicd&mmg »on felbjl. %ht n — i ge»il|rt- 
biefe Siegel nic^t« a5tau#are8. Sip %(ii *im fllti^tms^ 
welchen man bep bem 9tefultatc ber SJet^nung ja Mangeii 
gebenft, bejtimmt bfe Art wie biefe Mtütguoi g^u^fc 
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leetben fott; will mati bis ju 2n-2 S)KtmaIen ge^n, fo 
m&ffen bie n-i erfien £)ectmalen be$ anfdngHc^en JBruc^g 
&ur(^ urf))ritngndf)e f9luttt)}Iicattonen mit ßxix^m tdn ber 

gönn i + rz^ f^on ju 9 geworben ^ unb bdS ?)robucf bi« 

Ättf-bie n-i nad^folgenben Dedmaljiellen ridj>tlg brnd^net 
fepn. Unten btefer SSorauSfe^ung wirb aföbann aKmcKig bie 
Konabifc^e, Srgdnjung ieber 3i1fer in biefen nad^felgenben 

iDimmalf etten ol« bo« — In bcm @c|)ema i + — ^ ange^ 

fe|t, tinb auf foIc|)c 2trt bie folgenben gactoren, butify beren 
forttaufenbe 9J!uIti))ncation ber anfdnglidi^e £Bru(|> afö erft in 
bet 2ii-iten SedmalfieUe bon i berfc^ieben getoorben er^ 
f4>e{nen mu^, erl&attem 

©oUte man j» €♦ auf 20 ©ecimaljieUen bie Sld^emng 
fteiben, fo n)4re 2n-2~20, alfo n-irrio; man mü^U 
<dfo iutö) it¥f)>r&ngli4)e§ 9RuIti))(iciren nacl(^ ber erflen ©ntnb;: 
tegtl ben auf ^nniniig jDedmalen ju entn)i(felnben anfange 
Ixifm^m^, fd^on fo weit gebrot^t l^aben, baf in feinen 
10 erfien ©teilen lauter 9 erf(i(^ienen; aitS ben nonabifc^en 
@rg(iniungen ber folgenben lO 3iffem, iebe allmdlig oB ein 

— genommen, liefen \id) benn bie lo folgenben 0actoren 
Don ber Sorm i + ^ formirem 



aSoOte man auf 8 S^eeimalen re^^nen, toelcbe? ber 
©icberl^eit toegen, felbft wenn im legten. 9iefurtate nur 7 
»erlangt werben, tat^\am iji, fo würbe 2 n -2=: 8, mitf)in 
n-ir=4} man mu^tt nadj^ ber \®runbregel bie ^attottn 
bcftimmen, unb urfprfinglid^ mit i\)mn mult{))lidren , biß 
bie 4 erpen SBedmalpetten be§ SÖxuü^i tbm fobief 9 tnU 
tfidtm, Mi ben nonobifd^en (Srgdnjungen ber 4 fofgenben, 

3 
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iebetfnmal oIS --^ genommen, liefen ft(^ bk 4 nS#i^ 
genben gactoten ber ©epatt 1 + "Ton f<>d^rf4> 8ufammptfe|ö!» 



jDie meiften Sogatitl^menbetecfinunsen Detlanden bie Sogos 
rlt]()men ^et ganjen Sagten auf nic^t me^r afö 7 Secimat . 
Hellet!, gfir fi'c fJnncn bfe angelS)enften SSöbelleh, bie j« 
biefe« %&{td||t erfocberltc^en funbamentalen Sogarit^men jm 
fammengejogen , unb auf folgenbe Snbegnfj^ p¥&%bia# 
wetbem 



,f)ulfStabctle jut Sctcii^nung naturlid^er gö^atitfimen 
' auf 7 SDecimalen* 



3aa 




1/ 


1,0 1 


1,00 


♦,009. 


-. r».Wv.»if* 




^m. 


ZoQ, 1^00. [ £oa. 


SoS. 


"?* 


Ü,l?»2245'r 


64185388 


08617769 


Ö0895974 


Ö0(*9959 


B 


2,07944154 


58778566 


07696104 


—796816 


-- 7996g 


7 


1,94501014 


53062825 


06765864 


—697561 


— 69975 . 


6 


1,79175946 


47000362 


05826890 


—598207 


— 59982 


6 


1,60943791 


40546510 


04879010 


—498754 


— 49987 


4 


1(38629436 


33647223 


03922071 


—399202 


— 39992 


3 


1,09861228 


26236426 


02955880 


—299550 


— 29995 


2 


0,69314718 


18232155 


01980262 


—199800 


— 19998 


1 




09531Q17 


0Q995033 


—099950 


~~ liSI^J^ ... ;»•» 


Sal^i. 


1,0000 


1,00000 


1,000000 


1,0000000 




. .. - , 




eo0. 


Zh* 


£O0. 


£0«. 


8<>6>. 


ee«. 


"T 


0000gi999 


00000899 


00000089 


00000G08 


i08 


18k^O680M 


8 


^7999 


-7 — 


7. 


— — . 7 


107 


15,11809565 


7 


6 — 


6- 


6- 


6 


10« 


idSiSm^ 


6 


-.^5 -^ 


5— 


5- 


— — 5 


10» 


11[,51!!««l« 


6 


—4 — 


^-. T^4 — 


4- 


-«. .. 4 


10* 


< 9,21034637 


4 


3 — 


— —2-^ 


^3- 


«-• *— .3 


10» 


6,90075?« 

4,6051WI8 


3 


2 — 


^3- 


2- 


— — • 2 


10» 


2 


. 1 _ 


^- r-l 


1 _ 


f^ -1« 1 


1«^ 


2,30288509 


1 


^- 




0~ 


r -«• ^ 
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4>filf6töbelle sw a3m4>ntm9 SBriggifc^r Sogocit^mm 
auf 7 SDecimaUn. 



So^l. 


^ 


1| 


1/0 1 


1,00 1 


liOOO 




Co«, 


. «Od. ^ £oö. ] Co«. ] 


£O0. 


9 


95424250 


27875360 


03742649 


•03F0116 


00039068 - 


8 


90308998 


25527250 


03342375 


5^346053 


— 34729 


T 


84509804 


23044892 


02938377, 


—302947 


— 30389 


6 


77815125 


20411998 


02530586 


—259798 


— 26049 -, 


6 


69897000 


17609125 


02118929 


—216606 


— 21709 ; 


4 


'60205999 


14612903 


01703333 


—173371 


— i73W 


3 


47712125 


11394335 


01283722 


—130093 


— 13026 


2 


30102999 


07918124 


(X)860017 


—086772 


— 08685 


1 




04139268 


00432137 


—043407 


— 04342- 


8a$c. 


1,0000 


^1,00000 


1,000000 


1,0000000 






€00. 


. gOÖ. 


tOQ. 


. m. 




9 


00003908 


00000390 


00000039 J 


00000003 




8 


3474 


347 


34 


— — 3 




7 


-^ — 3039 


304 


— — 30 


3 




6 


2605 


'260 


— — 26 


— —2 




5 


^2171 


' 217 


21 


-2 




4 


1737 


< 173 


17 


— — 1 




3 


1302 


130 


13 


— — 1 




2 


0868 


086 


08. 







1 


0434 


— 043 


04 








Um ®le<i^n««m«* tmt> Umfang iaoh^nlii^tt gogariti^» 
menbmt^nung ju iibex\ei)n, bienen forgentx Sits^fifitU: 
±, mofX ftt^t log brigg i839 
A. 91«^ ivc erpen SKetl^obe 
1839 . btoib. t)ur4> 1000 j toDon log brigg =3, 



1,839 . — — 1,8 — — — 

1,02)1666666 — — 1,02 -^ -' — 
— 33333 
+ 666 
— 1 



1/001)633998 — — 1,001 -- — — 
^633 



0,25627250 
0,00660017 



0,00043407 



1,0006)33366 
— 21 



tr(n«ni6 
von 



ififMß — — 0,00026049 

rt,00003 — — 0,00001302 

1,000003 — ' "^ 0>00000130 

11,0000003 — ■ — 0,00000013 

i,00000004 r- — 0,00000001 

log brigg 1839 = 3,2645817 

32 
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1839:2000 gibt log brigg 2000=3/3Di(K299 



0,0195 mm,mitifi8 tai». log brigg =0,03342375 


- 7356000 . ., 
0,99306000 — — 1,006 — — — 0,00259798 
695836 


6,9990j^836- 1/0009 — — — 0^00039068 


89911 


0,99991747 tiAWU« 
«•n < 

um 


'1,00008 — — — 0,00003474 
1,000002 — — — 0,00000086 
1,0000005 — — — 0,00000021 
1,00000002 — — — 0,00000000 


«b 


/ ©.0,0364482 
tton Log btigg 2000 




log brigg 1839 = 3,2645817 



% 2Rött fu4)t log nat 370072 

370072 bit)iti.tiut4) 30000; ba».lognat=: 12,611537750 

- — 0,182321556 
■ — ' 0,019802627 



— ^ 0^006975613 



1,2)33357333 


1,2 - 


ißiyi^mn 


1,02 — 


— 159556 




+ 3191 




— 62 





1,007)821361 

— 5749 

+ 40 

1,0008)15642 

— 12_ 

1>000015630 \«C(»X% 



1,007 



— — 1,0008 — — 0/W0799680 



1,00001 

»Ott J 1,000005 



fciift 



1,0000006 
.1,00000003 



0,000009999 
0,000004999 
6,000000599 
0,000000029 



Log nat 370072 — 12,82145285 



— 357 ~ 



370072:40000 gibt log 400000 = 12,8992197 



0/92518 multmit 
' 6476;^ 

0,98994260 — — 
^. 989942 

0,99984206 — — 
9998 

ö;99Siä4202 tnani 
von 



•1,07 >a»on log = 0,06765864 

4,01 — — 0/00905033 

1,0001 — ~ O/)0OO999ff 

1,00005 — — 0,00004999 
1,000007 — — 0,00000699 
1,0000009 — — 0,00000089 
^umme 0,07776683 
^CbgcjogenD Jog 40O0OO 

log Bfat 370072 =- 12,8214529 

SBötn timflcfel&rt ein &)8aritf)mc gegeben wate, unb ble 

*&ttt jugel^ftrige 3a^I gefitpben mxim fottte, fo »utbe ber 

Smfahg be§ baju eirfoirbetIid()en Saicufö an n^d^jlel^enbem 

S3e9f)}iel abgenommen werben Ibnnm. 

a) !Kan fud&t bie 3aW, beten btiggifd^et 8ogatit^me 

= 0,5682863 ift* 

bat)On 0,47712125. .— log brigg num 3 

0,09106504*, 
— 07918124 






0,07198380 
0,00860017 

0,00338363 
»00302947 

0,000354i6 
0,00034729 

0,00000687 
0,00000434 

0,00000253 
0,00000217 

0,00000036 
0,00000034 



^tobuct 
3,6 



1,02 


7« 


1,007 


3,672 
25704 


1,0008 


3,697704 
29581 


1,00001 


3,7006621 
370 


1,000005 


3,7006991 
185 


1,0000008 


3,7007t76 
29 



m »(rir «Ifo ble s«fu*te 3<*t 3,7007205 



3,7007205 



— 358 — 

= 5,27468559 ip. 
bftWit 4;60517018 =: log nat 100 



0,66931541 


' 


9)n)buct 


0,64185388 


1,9 




0,02766153 




190 


0,01980262 


— — 1,02 


38^ 


0,00785891 


" 1934" ' 


0,00697561 


— — 1,007 


13566 


0,00088330' 


■ 


195,1566 


0,00079968 


— — lipOOS 


,15612 


0,00008362 




195,31272 


0,00007999 


— —1,00008 


1562 


0,00000363 




195,32834 


0,00000299 


— — 1,000003 


58 


0,00000064 




195,32892 


0,00000059 


— — 1,0000006 


11 



195,32903 

3in ^(e hn legten SU6)nmi oia^ ia angenonunene 
nat&tlUi^e Sogotitl^me \>m^ ^Siültiplkatim mit Um SOtobuIuS 
teö briggifc^en @yfkm8 in einen bri^gif^n nxmatMt 
toerbeh : 

5,2746856 

. 0,43429448 

2,10987424 

15824056 

2109874 

105493 

47471 

2109 

» 210 

42 



2,2907667 = log btigg 195,3290 



359 



3um btt\fi^f)nte,n Sajpxttl 
3u ®* 190 — 195* 

iSS ift Uin SRangel an %Uizmzxt(f)c\t, totm im ^t^tiuä}t 
nut gormen t)on t)tx ©epalt «+7?V^~1# tie alfo 

lo^atitifmifö) cntoirfelt bur(|> (cos y -J- (sin 9)) v^ — 1) 

borgelietlt toerben , be^ tet Sieget fuc 9RttIti))ncaticti unb 
a^lDijion gebraust finb* 25enn gotnten x^k a^ ßV-^t 
ffiHw unter baffe(be @(i&ema, fobalb man bartn, n)eld[)e$ 
fit^l^t, für + ^ fefejt — 9>, unb fo xovlM j. «• 



cod9> 



cos 



^^ (cos (- q>) + (siit (- y)) V - 1) = ^^<^«s (*^- 9^) 



a* 



rh(«ii(9-.9)))V/^i)=^:=V(a»+/??) 

JBep 2»urti})Kcatione9 unb ©lüifionen partiell imaginärer 
formen gewährt bie gogaritl&menrec^rlnng fc^werlic^ eine 
ireeHe ©rleidSiterung* , 

SDcnn foU {a^ßV-i). ober: (y +^ V^ - 1> beredf^ntt unb 
aiif bic @runbform A + B K-l juröcfgefu&rt werben.^ fo 
i^ offenbar fotgenbe Seitrduftigfeit n^t^tg. 

^an nel^me: 
log/?— log alz: log ig y, unfe|log*"logy — loglgt//, unb 
barauS ^Aog a — » log cos^^ bar<m8 tfjjlog y — Jug cos ^ 

z:;,ogr-^^ -logf-X-V 

^\cos^^/ 1 Vos^y 

©0 l[)at man aud[) 9P ± ^ unb 
boburd^: 

L ^^\co8 tp)^^\so^ ^)\ L ^^Vost//-/"" ^^^Vcos^JJ 
4- log cos (f/) ±^yj)zz log A -}- log sin ((p ± tl/)ZZ log B 
woraus bcnn A nnb B felbji abgeleitet unb alSbann 
A + B V' - 1 fcrmirt werben tann. SBdren cc, ß, y, 9, 
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beteueenb gtofe 3a^en, fo xohxUn i>k geio&^nlt^eti ^fdh 

gfir |)ctcnjlirutipen l&ingegen bringt biefe Sled^nung, wemi 
a unb /J nic^t fibct Wc Safdn l^inauöge^n ^ aJort^cU* - Vivx 
(a + /JV-D« = A +• B v^-i ju finbcn, -wirf) möii siu 
t>6rtcrjl log ^ — log <» zz log tg xp , iai\xx6) nic()t allein v, 

fiJiitcrn äudj» log « — log cos tp zz log — ^ haben ; ou« 9 

cos 9) 

fögleUl) ny aMeften^ unb bann log/ ^\-|r logcosny — log A, 

\C08 (pj 

unb log ( \ + log sin hy — log Bj batauS enblldj^ 

A + BV'-l eri^aKem • 

« ß lorztt 

©cttte a* 6- (3,275484 + 3,139477 V-i) bere^inet 

werben, fo wäre 

log/J =0,3303077 

— log a =0,5152755(1) , 

log tg y = 9,8150322-10, ölfo ?P = 33°9*6' ^ 

(1) — [log cos 9= 9;9228427-10] mt> n9) = 331^3l' 

— ^- ^ =3W-28^29' 



log (——\ = 0,5924328 



= 10 



lo^(^-~-y= 5,9243280 (2) 

+ log cos n» = 9,9439671-10 

log A = 5,8682951 ölfo A = 738406,0 

(2 )4-[log»inny= 9,6784307 -10 + log ("i )] 
-flog B = 6,6027587 +log(-l) alfo B = - 400641/0 

golgiic^ baä IRefultah 738406 — 400644^-1 



\ 
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rfter ÄbfAnilt 



SBenn in bet (SCementar^^Crit^metif t)o» Stobkaldt^fen t){e 
9t^ ift/ fb benft man ffdS» imtet i^nen bejiimmte ttnb 
unjtpepbeuttge Sal^Ien* S){e allgemeine 2Crit^mettf enoeitert 
Ue fBebetttung foI4)er SCuetir&cfe ta^in/ baf ieber 6erfel&en 
meldte obf4>on meiftenS ^i^potifeü^dfc ^Bi^c von bev %otm 
a-|-/?V-l anjune^men fd^ig gea(|)tet werben muß* 68 
lottb alfo aQentl^alben/ wo betgleicfien in bte 3teö)nmi efn^ 
gef&l^rt werben m&ffen/ wid^tig; ntd[)t allein i^e einjelnen 
Siertbe na(|^ efner ft(f)eten Stegel angeben, fonbem aud(^ bie 
Ttxt ttnb form berfelben befitmmen, itnb ffe nac|^ Setfdfiie^ 
benl^dt berfelben clafftftdren ga thnnm. 

, din einjelner SBertb biefer %vt tann entnjebet 0/ obet 
TeeQ, ober rein imagindr, obei^ partieK imagindr werbem 
3we9 folcl^e, im ÄBgemeinen unter bai ©4>ema a4-/?V-l 
faQenbe; SBertbe foKen permanDt ^d^m, wenn il^re ueUtn 
Zi)tiU, abgefel^n t)on ben 3eicben, bie fte ffibren, unter ftc^, 
tmb eben ft aud^ ifyu imaginären X^iU, ibentifc^ {mb; 
Oi^parat m&gen fie genannt werben, fobalb bieS nicfyt ftatt« 
ftnbet SSerwanbte 2Cu6brä(f e ^ol^et tri, bie ^d) bol^er obne, 
Stiä)n\xnQ aui einanber obkiten (äffen, fönnen ftd^ alfo 
entwebcr gSnalic^ aufgeben; ober gdnjlicl[> ibentlfci|> fepnj ober 
il^re reellen S^^ile {innen ibentifc^, bagegen aber ifyct imagi^ 
ndren XfytiU fi<t) auf^ebenb fepn (in ml^tm Salle ffe wie 
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«+/?y-i unb a— ^V*-i mit terSenennuna imAglMt 
tepMvtit belegt au xmitn vfleflcn),- oNr enWf# {^te nOktt 
a^cilc fönnen p* ouf^ebe», i^te imasinitm it)entif(| fc^n 
• (»0 it« »ie — « + /?vC-i »nl> •\-a-^flV-i, n«4 
Jtnalogfe, reeU gepaam Reifen m6fl<n). 2)iefej: Unterf^mtj 
gemäß Wirt) eine aiafftftcatfon ber einaelnen Bettle, to(6(< 
oue 9laWcatöt6fen, fo ml)l einjelnen, . M mit etnanbef 
»erPot^tenen, cnfpe^n, .fofort mSgUcb flema^t. 

50« etjle Drobe m&gen bfe Sttntamentalst&fen •/(*«), 

«) J>{« gerat v"(+a) fommt fn ©ma^t b«t StMifc 

(@.200) auf V(-|-«).V"i, «ifo We Untetfu^uttg fibet bfe 
»ierbcwtiflfeit berfelben unb bie Jfet j^ter einjernm. 5Se«be 

«uf bie 6bet Vi in- flrci^et 55ejiebunfi jucütfr 

* • 

_ ©ie einjetotn SBert^e »on v^i «ntjtebn a\a ber jonnd 
Vl,= eofc --^ + {^am^—J v-i am (ittf«(^fien; «<mi 

man füt b aHe danken |>o{tttoen 3ablcn «on o bis on d 
fubjittüitt es fjl inbeffcn ebenfowo^l, gepatfet, aBei»e8a««>e» 
ganjen ^a'^Un eon bfö an n für h ^u nebmen; a%emem 
man batf för b, gleifbojÄ ' oB ^)ojiti» ob«, negoff»/ n auf 
«Inanbci folgenbe ganje 3ablcn, wer^je man Äitt; 'T«!«/ 

uab »lrt>. jebeSmal ble n »etfd^tebenen SBertb« «»» Vi * 
batten, 

1. Äein Sffiertb wn V(+«) fann 0, obet bem anbem 
» ibentffcb iperben (©. i98). 

2. «wHe SSBertbe bat V"(+a), »wfwi n rfnc ixwwS«*! 
Jjl, nut jwep, ficb aufbcbenbf. SWan erbSK pe, wenn ftt bet 
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oUgemducn gormel V' (+ «) I cos }- ( s^-^ — j VT^M 

futr h enhüebet o ober ^^ gefegt ifdrb» SBenn n eine un^ 
.ipnore Sal^l fepn foH, fo* gibt e8 nur einen [ordnen ^ f6r 



n 



:h^«. et Wirt V(+a)/ fp.wie fine bepben + V(+a) 
Äib— VC+«) (0*107)- 



3* ffleitt imaginäre SBert^e %qX v^C+o^V nur, wenn ir 
\>yxx^ 4 tl[)eilbar ifl, ' unb olStiann jwep fidf) auftebenbe ♦)♦ 

©enn für fol^e muf cos —2 — o werben, weld^9, ba 
- — ^2n bleiben muf, nur bann gefc^eM fann^ teenn 

li = -- ijl SKan erl^dtt im erjlen gaOe: 4-V'C+«)^V'-i/ 

4 

n, . , . 

im anbem — V(+a) . V'-l» 

- - 4* SAer ^ÄtäeB imagittdre S5S«rtl^ t>on VC+c») IM 
unter ben übrigen einen imagindr ge)>aarten (@.197)* 

5^ iRur wenn n eine f)aare 3a^I i{l/ (ann unb mx% ieber ^ 

n 

«i4>t rein imogfnire SBJert^ t)on V(+a) einen reeH ges 
4)aarten mit ftd^ f&l^reni 

@eö ber hte unter jenen , SJertl&en V(+a) cos-- — 
4- (sin^) V-llf ein «lÄter, ba k** = v^XH-«) 
Tco» ^ + («in ^)V-i]- Coa«n tu -«Imi« 
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I»e9ct3a]&feii/ie6c untet Stt llegeiib^ ibentifd^, bfegoftmi». 
fict) auftcbenb fepa, fo tn&ffen bepbe jufammen z:yr obef 

rr 3^ betrogen/ mitlitt: f— --jn — n; tber a^r^ 

fblgKcl^: k + h = — ober — fepm Seb©^ itnb bfe aSÄ<i 
wo 'beijbe flleicfi itntet efnanbet wfitbm/ olfo K rr i zi -- 

pbet -^ nmre, atö XuSnal^ime Dotr ber 9tege( ju Uttcü^Uxu 

Inbcm ^« fie ge})aarte teilt imagindte SBertlS)e> laut 3^ ötö 
^ngen» Sfl n ))aar, fo ift bie$ miglid^* £)te.3al(|l ber 

gdae, wo h + kr: --^ ober k = — — h^ b^agt i^nb««: 

ba k «{^t «egaHo wetbeti fott, in+^1* ®i^ 3al&l berer, 

wo h + kriT—^ ober k:^^ -h^ weil k tteiner bWRrn 

fottiilS A i{i> i a-i. @» gibt a(fo intern bereif n, fcr 
oft n tii4)t bur^ 4 t{)eilbar iß; alSbann ober beten n-if 

n 

bafS l&eißt: ieber tiid^t tcin imagindte SDBcrt^ t)on V(+a) 
fStibet ^n bet Steige bet übrigen einen teeO gepaoiten» @o« 
barb lj)lngegen n unpaat, gibt e8 für feinen jener SEBert^e 
unter ben äbtigen einen teell ge))aattem 

©♦'Sfl n s^ax, fo gibt e8 ^r leben fBexü) t)on V^C+a) 
einen untet icn fibrigen; bet jt^ mit ü^m. aufgebt j i^ i^ 
unyaat, fo ift bie« für feinen mhdliä). SKan batf al\o 

+ V (+«) = — V(+a) fefeen, wenn n paar, cbzt nid^t 



2h7t 
n 



«Jip bet eine SBettl^- \>9tir yC C+ «) = V'M-i») fcos 

L n 
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ff^n, fb mfiffm — imb ?^ 3a^rm tairßeltoi, We «m 

+ »Wffwirm. ilfo^— ~ = ±1, ob«h=±|.-l-k. 
S«t><« ©Heb flu« in «Pen Jg»alfte *« Steige »on SBSert^n, 

W« Vl(+a) ter^cnnel Qm&^ atmimt, Ip t>fl8 UmgeW^rte 
t)a fllet4>»ieljien in be« jwepien ^dtfte. Tfn^ biefet €afe, 
fobolb n paat ift, ma^t eS mhiliti^, auS einigen SSJert^en 

wn V*(+»), fog!ei^*«nbre ji»3e]()6riae abjuleiten *). $t 
tonn auä) OS ui^mittelbat« Soig« ^» ^«9^«" »otbergebenben 
betra^ltet werben. 

t>m eripten ffiertb ^r V*l =: co« ~ « + (»"» —jt) V-l 

»fatb man a«8 ben SEofein a« nebmcn b«&e«« 3Rah ßnntc 
au4> 0^« bie Safebt aOnKUig p ;i(bem f0lfl«nben auf« 
{leiten, bequemer obts eti)aü man <m^ fie Mi im Safein. 

7. ®ie 3abl. ber urtter V*(+a) entb«ftenett biSjjatraten 
l»artiea imagindren SBert^e ip, ffit ein burc^ 4 tbei*ate8 n, 

*) 4&at nt/iR i.e. V*- i*> entivi<fe(tt, fo et94It man bett erilnt 

1 i 
>af tieft imttgm&en SBett^ iufe^ gruöbtiitf^ =yr^ + y^^"^* 

' 3Äe\n «leW einen lmaöltt4r gejaatten — -- — — \r-,l5 

dnen teett m^ttn ^ S^+ ^V^-i, uvb eUien nrnge« 
V 2 V 2 

leftrten — 4-^^4- V-i ««♦ ff*. t»<m ^ alfo oR^i b« 

V^2 V 2 
and^; mmige ir awe^ teeBe; unb hm winifljrwMWi +*# 
• * -i. i; 4, V-i/ -^IV- 1 ftaet^aben möfTen. 
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4 4 

iet^et Don it)nm ift t)on einem reeO gepaarten, einem fmagfaiat 
ge)>aatien, einem ftc^ gegen i^n auf^ebenben begleitet 3{( 
n un)>aa¥; fo gibt.eö fofc^ec btöpatatlh Sert^e. an 30 

«) »f« 851 clbeutifif fit beä 3ru«bnirf8 V* (- «) =: y"« . V"(-i) 

n 

föl^rt tidi> auf We Don V(-l) juriirf^ 

£)bgle{(!^ ber VitebrtKf f&t V*(-i) fd^on ein abgeleteftr 
rrV'l.VC-i) i|!, »etbiene et bennod^ eine o^^nli^SSe^ 

n 

trad^tung aK ber fo eben bel^nbette Vi. 

^an etl^ft/ fär li oOe gonjen Sohlen t>an o biS an n 

•n 

fe^enb, leben feiner SBertbe au3 ber Sormel ^(-4)=: 

eo8 ^ 1- f sin \ yT-it imb A er« 

geben fidS^ barau$ nad^fiebenbe Sd^e. 

1. Rixn SBertb t)on V (- «) ijl = ober bem onbcm 

gletd!>j weil e« rr V'(+a).V'(-i) i|l# «nb für V'<+«) 
ba ©afe f4^on fejtpe^ 

2. Äein Sßert^4>on V*(-a) '««« treeH werben, »offfn 
ttid(>t n un^joar ifl, imb bann gibt eS nur einen zz •— Vt+ß)» 
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"■ 3. Slem imagmate SBertJe gib* V'(-«).nut, mm ä 
.JI|4iS 55cpJ)rtte einer «n}}aauett 3a^I iji, «nb aKtiünn ' bereit 
yoep unter ftdf^ gef^aarte. 

«OB eo8 <2M:J2ü =0 fepn, fo fü <^^h±^ ,tiU 
n n 

UMtotr in Ober l^r, alfo beffen €$ifta$ etttmeber +i obet 
— • 1/ unb h entweber ^'"" ober *""" ^ toeld&e« nur 
: flottfintm fann^ «^enn n bfe gform 2{2m + i) ^at 

^ 4. . ©ie Imaginären SBertl()e ton V (- «) finb (rnmer 
imagindr grpaart; fa wie fie in i^ret Stüi)t üon Anfang unb 
Gnbe glei^eit abffe^. 

^ ®e9 ber eine ber hu. ®on i^m ein anbrer, ber iu, 

:, fmagiH& gej)aart \^n, fo muffen bie®inu8 ton — — . / ^ 

5 iinb ^^"^^^^ ßc^ aufgeben; i^re ßofinuS xUnm fe^m 

Sehe 3a|)len ftififfen alfo 2^7^ öüSmad^en, mitllifiit h -f k. + k tru, 
Aber li + tz:a-i^ »el<&ed feep yaarem n in, n gÄßen 

• ^ n-l 

• m5gß4> ift; bep unpaarem n aber, »eil aBbimn hirkr: — - 

'' »erben Unn, xozl6)ii ben einjigen, nur babur(|^m6gnd^en 

n 

teeUen ®ertl^ bon V*(-a) fiibt^ In n-i gättem 

's» fiie partieß Imaginären Sßert^e t)on V*(-a) pnb reell 
'" $fl»ÄarJ,. mm n gerabe tjl; feinet »on i^»nen <>ingejen/ 
5; wenn n ungewiße fe^ foHte»^ 
i / ia 
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n n 

ibentifd^f bet 6o{tQU$ ft(^ ouf^ebmb loeibni, fo mtif tem 
Summe =:5r ober rrs^i^/ mlt^ h-|*k enttt!rber = — — l 

öbet =: — — 1 feptt. ^ut xomn n ^jaar ifl, lann 6evbe6 

gefc^ebn. Sie crjte Xnno^me gibt batm — toerfdt^äte 
S^oroiiefe^uitgni/ bie ^mcpU gletd^fallS, eS gibt olfo n gaOe, 

100 ^ ftu einem Sßertbe t>oti v^(-a) efai teeD g^N^Mto 

finbet, b. b- iebet SBcrt^f t)on V^(-«) b«t einen folc^ uns 
Ux ben ftbrigen» SSenn i^bod^ n fo befcbaffen ijl, baf 

h = k = 5^^ ober " fe^n fann, b*^* wmn n Don 

ber gorm 2(2in4-i) ijl^ fo werben für jtoep bon fenen h 
SdUen ftatt teeO se))Qarter SSert^e, rein imaginäre, ^.oufi 
bebenbe (N. 3* Sß.), erf^^einen» ^ 

6* 3(1 n gerabe^ fo gibt e^ ^r ieben ffiertb wn V*(-a) 
tinter ben onbem einen jugeborigcn, ber ftib mit tbm öuf* 
bebt; i^ n unpaax^ fo ift bieS ^r feinen mbQliöf. Zlfo nur 

ffir ein paattS n ijl -|- v'C-a) = — V'C-aX 



iDamit @inu$ fotool^I aß 6of!nüS ber 3ablen 



n 



unb ^^*^"^^^^ |m^ oufteben, muffen biefe Boblen ttrt 

+ n bijfeftren, mithin h — k = ±|. ober hrzü^+i 

betragen, »et^eS nur, wenft n paar iji; jiatffinben tanti, 
ttnb aföbann bie ®Iieber ber ixoeiftm ^Ifte aia bet 9tei|e 

ber Scrtbe Don V*(-«), o» ba« ttmgef ebrte wn bem gfti<^ 
^obtn ber erjleit ^Ifte etgibtT 
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\ ,, '^ • ..." ' . M '.'..':'- . 

7. 3fl n bnr^ 4 t^eflbat/ fo enthalt V(-a) tnepatate 

n 
txwtictt imaginäre SBert|)c an 3a()I -jj ifl eS ))aar; o^n^ 

n— 2 '■ 
bVtc& 4 t^cittar ju fcpn, bcren an 3a]()l — -♦ 'Scben beif^ 

felben begreifet ein i^n auf()cbent)er, ein i^m reell unl) ein 
i^ Imaginär gcj)aartcr* Sjl n «ngerabe, fo gibt eS forcier 

SBBert^ an 3a^r ^^1 woioon ieber einen il^m tmaginii 

getmactfit mitbringt* 

6) J)a V^(±:/?V'-l) = V'(+/?)-V(±V^(-l)/ f<y 

finb aud[> bie 2Cii8br&(!e V'C+V-i) «nb V'C— V-1) ge:^ 

tt>tfremafett fo wie V^(+l),«nb V'C— D <^K funbamental 
angufe^tu 

2)a-(-v*-i =:co8 4jr + (siniji)V'-l unb — V-< 

rtcdsi« — (8ini7i)V"-l, fo t|l V'(-j-V'-l) = cp8^ 

2)ie <rpe biefer ©rof en mit yfi — cos — + ^sm -— J V-i, 

fcie lefete mit Vi ^^ ^os — ^ — sin - — - V- 1 mtilfijjficitt, 

fopimt, wenn h unb k jcbe t>ppi)e ganje 3a&l t)on bi§ 
an n bebeutet: 

3(a 2 
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Ttaa wai über Bal^I ttnb Tltt ü)m SBertl^e fiefafit VHtbtn 
tann, gilt ioox\ bv^m iugldcl^« 

. 1« Aein Sßert^ einer foI(()en Sorm fann fepn, fte ftit» 
aSe Don einonbev t>erf4^ieben, tinb feinet iji teeS* S>etm 

( — T^)^. ^ ^^^^ ^^ ^ ^jj^ mn^t t>on bi« rni n gefe^st 
n 

»erben, ijl Immer Weiner äK anr, unb »n •- — ■ ■ " ■ ■ ■ 

fonn nie o weisen, ba (2^4*1) lieber o m^ it fc9» 
fann* 

2* Stein imaginäre SSert^e gibt t6 f&r jene f^ormen nur, 
49enn n un^^tv^r ffi, unb ol^bann nur einen f&r iebe. '^XQe 
~^ anbem, fo wie aOe bep ))aarem n, {tnb fHirtieD imaginär. 

JDenn bamit i — ^^ mjyg eber l^r »erbe, >«uf 

entoeber h = — - ober h = — — , b» b* entmeber n wn 
4 4 

' ber gorm 4m + i^ ober bev %0m 4m -f- 3 fepm Sm 

erften gatte entßebt a» SEBertb + V-4, im U^tm — V-i/ 

ober umgefebrt 

. 3* itein fatticU imoginirer agertb H^t $otm fiiibet 
unter ben äbrigen einen i^m imagindr ^epaattm. 
t 
2>enn, h aü einen anbem SSertb Don h gebadet, mitften 

m ben Sablen ^^k±ll^ unb ^^^+^>^ bie 6ofmi«« 

ibentifcb, bie ®fnu* ficft auftebenb fe^n, alfo jene 3abtoi 
jufammen 2n au6ma4^en, »elcbe« unmfiglicl^ i(h 

4 SRur »enn n nnpaat ^, finbet fic^ $u iebem j^rftdl 
imaginiren SBertbe iener formen ein ibm reell gejjaarterj 
bei^ paaxm b gibt e$ ju feinem einen folc^eii unter bea 
übrigen* 



SOenn f&f tiefen %aU mii^ttn bie Soffnu» obtge; dal^Ien 
\i6) anf^cUn, tie 6inu$ itentffdD ipet(en; ütfo il^re @umme 

" '^ J — h fepn. Sbie* tfl nU« be? tinj)aarcm n ,^ füt 

feUih, aber ttur öuf eine Art mögtic^. JftSbÄrtrt ötfD WiA, 
na^ ^fon&etung Ui einsigen rein tmagtnoien, bie eine 
^^fKe itt übrigen SBert^e/ loenn man in iefrem M Seiten 
Ded reeBen ®Iiebe0 um1d)tt, Me anbte geben. 

5« 9{u( tpenn n ^aat (ji, ISl^t [mt SBeM^ ftylct^t gor« 
.iit€ii einetf ft^ mit ü^m aufgebenden itntet ben fibrigen; 
Iminf mtiti n uu^aax x% 2Üfo nur für ))aartö n ifl 

£)enn aldbann muffen fEc^ fon)o]&I bie -®{nu$ a» bie 
^ojtnud obiger 3al^Ien aufgeben, xoai nur, toenn il^re SMfferenj 

±n auSmad^t, möglich iff» (58 mfifite alfo h — hr:±-~, 

in 
Ober h := ±. — + h fetJrt , weI*eS rtur tf)«ih a »Mar ift, ^inb 

aI6bann einmal f&r iebeö h ^att^Un tonn« 

. •*• 

n 

6* SiSt)arat< |)artiett imaginäre SBertl^e enf|>dft V(±./f \r-l), 

n * ^ 

wenn n paat ifi, an 3abl -t} icber berfelbm l&Ät einen, 

ber ft(d^ gegen ibn aufl^ebt, ium IBegleiter« Sur ein tin^ 
t^a4re$ tt gibt c( -^ f^I^e, beren jtber dneAi i^m reell 
gq>aartcn naä) ^ä^ jiel&t* ^ 

©) SBan er^dCt befanntHc|> (^*?03), V'C+ai.iJy^-l) 

\co^4py L n \ n V J 
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^ ^ ^ Vcos (pyL tk' 

S>ie Skfultate biefet Siegeln laffen ftdE^ am furjeften abrdtetr, 
wenn man \r(a2: /?\^-l):= cos —^±rsm—^--^J 

fefet, unter Ut SSebingung; /bafi ffir r bie erpen n paaren 
3a\)Un gefefet werben foHen, wenn a pofiti^, bie ci;jlen n 
unj)aaren hingegen, mit Umfe()rung beS 3ei(l(>en5 loor bem 
jwspten ©Hebe, wenn a negotio ijl» 

1. deiner t)on ben cinjetnen 9QBertl&en eineS fol4)eii^2Cufc 
brutfS fann =r o, ober reell , ober tein imaginär werben, 
Ite ftnb alle , wie bie ©runbform , wörauS jte entflel&n, 
paxtkU imaginär, unb t)on dnanber oerfd^iieben» 

T)d g> aKemal eine reelle Ba^I/ Keiner al8 J^ bedeutet, 

fö tann — ^^ weber zz^ut, nod(> irgenb ein SSielfac^e^ 

t)on iTT werben, benn fefete man eö r:Ii»|Vr, fo folgte 
(nh — 2r)sTir2y; b* 1^. ba 2 9<isT fepn foU, eine Un« 
g€reimtt)eit* ^8 fann alfo weber ßojinue no4) @inu§ uon 

. ' Un SBertl^ o annel^men ; ber 2(uSbru(E wirb alfo 

ieberjett eine partiell imaginäre ^orm barl&ieten, ttn^, ba 



immer unter 2 tt bleiben muß (weil r immer fleimc 
als 2n fepn foll) ffir ieben atüitm 2Bert](> biefer Sal&l (laut 

0*178» 91* 60' einen anbern SBertft ffir cos L!L±J1 

I n 

^ Ain ^^^^ ^ V-i mit f«i& bringem ^ 

2. Sßur xxi Um gaße, wo n eine paare 3a^I i|l, jinbet 
fttf) ju icbemaßert^e t)on y'Cai/JV'-l) unter ben fibrisin 
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^xiti i^tt otif^e^tnbcr; tji n mpaax, fo fann baS ®Ui^ für 
deinen fiatt^abtn, . 

©«9 bw dne SBertJ cos l!^± (^sin ^^2±^) V-k j 
'■-■'■■ 1 t , 

V>« onbte CO» lIL±l±Qin if!±±) y"-!. ©oHen ffe 

1 

m aufgeben, fo muffen ^^^±^ «nb ^J^±^ um ii^ 



n n 



1 
fclfferiren^ alfo r-m±:n fepm SRmt aber bie 2)ifferena 

3tt>eii^er paaren fow)o|)I aB jwc^cr un})aaren ^a^Un iebeSmal 

Jjdar* 2)ieS mufi olfo aixd) für n ftaftfinben; bep unpaarem 

B ijl bfc SJomuSfefeung unmöglich» 



i i 



(?S mh^zn übrigen* p iinb r \>on ber gorm 2 b unb 2 b, 

1 
ober oon ber gorm 2h + i unt2h + i fcyn: foU i^re 

Dlfferenj 2 (h-h) =: ±. n »erben, fo ijl h = i. ^ + h. 

t 

£>a h tinb b ^ofttioe 3ai)Un, tletner^alS n bebeuten m&^tn, 

n ^ 

fo barf Inan, fnfofem b — ±. — + h gefegt wirb, ffir b nur 

bie sa8ert]E)e wn bfö an ^ nel^men, beren Sab* feftft -- ijl* 

6ofem b =r 1- b fepn' foll, barf man ffir h oUe 

^ SBertl^ie t)on — Ui an n fe$en, beren gIei#xIK -^ (infc 

- 2 2; , 

n 

3(ae nacb ber^rnnbformel entoiiWteSBertbe t^on VCaii^^Jy^-l) , 
bilben eine dMi}t, unb jebe« ©lieb mi ber crpen ^fte 
berfdben "fytbt ff^^mit bejn ebenfooieljlen ber jwept?? auf, 
tN)rauSgefe^t, baß n eine paart Ba^t i% S« gilt affo nur 
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für ein paatti n auä) |)iei: itx ©afti baf +V(»r^^ V**^ 

3- Unter ben SBertfien \>on \r{a±ß'^-i) gibt c( 
n>et^er imagindr gepa^e nod^ii reell ge)|)aarte« 

. ^amit jtoep fölc^ Sßertl^e, angebeutet voie in bet wrigm 
SRummeT/ reell gehaart tP^ven, b« IS)« gleiche ©intiS, obcc ^ 

auf&ebenbe Sopnu* entl^lelteni mußten — — 2 y^b ^^"^^ 

n n 

entweber n ober 3n ausmachen ;.-b{efelben.f&nnten nur oß^ 

bann Imaginär gepaart fepn^ wenn jene SojinuS ibentifc?)/ bfc 

®inud {!((> auf^ebenb n>dren> tpelc^ed nur eintreten fanrr, 

a n 

4« & ffnb alfo f&r ein un^^aareS n cSlt Sertl^e tnm 

V(a±^\r-i) biSt)arat; für ein jpaare« n gibt d folt^r 

— ; beren jeber einen ^ fid) gegen i^ auf^ebenben, jum 

»egidter l^at. * : 

3:)er gaa a — /S gel^Jrt unter 0* 



Unter ben aufammettgefeSte« Sfuäbrudfetr, fti benetr ft* 
bielbeutige 9abi(algt6f en mit etnanber t>erfIedS)ten, unb beren 
elnjelne SBertlS^e enluMber »efttmmt angegeben, tbet M 
rtafjtficirt witrben muffen^ ffnb ©ummen unb ©ifferenjen 
gleic^^o^r ©urjelti aui ^we^ pat^iett imoginÄr; ft# i«W8fe& 
gej)aorten; ©runbformenv a+^V^^l ut* a-^ßV-^i 
tJbn er^ebll(äj)feif, «nb befon*ere ge«gtt«t, aß ^b#» fi>l^ 
^ittai^tm^^n ju bienen. 
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a nxib fi bepbc mHi ober bloß a = o, ober Moß /J = o i^ 

e) V^(a + ßV^'i) + V^(c^ — ß V'-i) #t, wenn v 
/? unb a teeU ffnb^ na^) ben ©runbregelft entn>id(ett, Domu^ 

Sef^fi baf — z: tang 9/ imb ffit bfe Sefd^enji, k^ «m 

tilf)ht^ Mn elnanbtr, aUe ganae $e^Utt »on >» <m n 

IT 
9tf<^t Wöben; unD wem» « ^Joptie ijl, V(+a + fiV-i) 

2(uf gleiche «rt enfwidelt ftc^: 

■/> « V rc o8(2h + l)!7r + y cos(2k + i)!T4-y 
, , X 9iB(:?liH-l)g + y __ sin (2lt + i) gg + »N y.^"! 

@S iß offenbat; baf au& i fowolgl afö auS II^ wenn 
na4 tmb nac^ fjtr k unb h aOe einzelne geflattete SSert^ic 
gtfe^ ttetben, «ine ^tu^o^ o«n n . n {^^estedeit SMinen 
l|ie»otg(]^t» beren äSef^^offeni^ tqtb %rt einen ©egenfiftnb 
weiterer Unterfti^wng barbietet. 

& ifi ndt^fom bie 2(u«brfitfe f&t I unb II (mn 3w«f 
einet frieden no<i^ mel^r jufammenjÄjiei^n. 

«tt» ben gui*a«<ntdfitie» ffit bU @&ui8 unb ßoffnu« 
wn ©umwen unb SDiffetenjen (<S.l69) fpffit fogreic^, wenn 
man burd^ 3tbbition jBbet ©ubtwction »etfnfi)?ft, unb ju^e{(|> 

_A4B . -A-B 

a ^ — — , b _ — ^ je^t. 
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^» Ai^-Di... ^ • A + B A — B 

a) 810 A -J- sto B rr 2 sm ' — - . cos *- 

WA • x> — . /^ A + B , A. -T- B 

8in A *— sin B n 2 cos ♦ sin •- 

2 2 

A + B ^ A — B 

— - — , cos 

2 2 



c) cos A 4" CO* B ZI 2 cos 



wN A « A + B . A — B 

0) cos A — cos B nr — 2 sm -— — ♦ sin — 

2 2 , 

©ur* 2(ntt)cnbun8 bicfer ©afee erhalt man : 

1) J^(+a + ^v^-l) + V^(+a-/?V'-l) = 2--^(^)- 

H) V"(-«+/5V-l)+V-(-a-/?V*-l)=2.V-C-^')» 
(h4-k+l)yr+9 r (h— k)?! f . (h— l)jiN -| 

Dorauöficfefet; baf a fowol&l alS ß reeH^ mftlf^m —/= tang q), 

alfo 9 l)ofitit) unb f feiner cili Itt, «nb baf , fSr h fotüo^ 
afö k, nn^ablbangig t)on einanber, aOe ganje ))oftttt)e äa^Un 
wn W« an n ju fefeen jtnb» 

' S5e9 bcr gorfcl^ung iber 2Crt unb ©efd^^affen^eit ber dm 
jelnen, au8 I ober II entjtel()enbcn ^txti)c, fommt e$ Mof 
auf bfe be^ben legten gactoren ber Dorliegenberf 2fu§brutfe 
an, bie unter ba6 Q6)cmd cos C[cosD+ Cßinp) V-i] 

fallen ^wo D immer /^ , unb C entweber — T ^^'^9> ^ 

o^er ^^+^+J^^ + V UimUt^ unb babep ^anpt^&^lii^ 

barauf/ ob unb wann ©inu8 ober SojtnuS t)on C unb D 

feipn; ob unb wann^ wofern C ober Ö (burdj^ Äenberun* 

11 
8«» t)Ott h ober k, ittb^w Wtfe neu« ffiertl^, h unb k am 
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N * 

I 

I , V * 1 

! nd^ttKn) in neue 3u{l4nt)e C unb B iUts^n, @{nttl Dbev 

I (Softnud btefer neuen 3u{idnbe imen ber anfdnglicfien gleic|^, 

>' tbit fid& mit benfelben aufl^ebenb xoetUn f&nnen* 98i( &e$ ' 

I f(^&tfen iun&# biefe Unterfu(f)u^g auf bte 'Umarme, baß 

, saSaS aßbann juetft baS SRuffwetben betrifft/ fo i^ Hat, 

baß fir D = ^!i:=l^, we« !?— immer <li ijl, »inD ^ 
n n 

h — l 
nur fepn fann, xomn hzik; cosD nur wenn .=:J* 

Sur C l^ingegen An einem gaUe ^^"^^ ^ im anbem 

werben, weil 9 <i7c fepn fott. 

Ueber 3beaH6t ober ©idb - 2Cufl)cben jwep loerfd^iebener 
jSBertl^c.bon D*r C ifl golgenbeö fejijufefeem 

'1 
D unb D ftnb ober jjojttib, unb unter n* SRitl&in mu^ 
1 1 11, 

f&rsinDrrsinD, notlfiwenbifl D r: D, alfo h— k=h— l; 

1 * 11' 

ober e8 muß D=:yr--'D, foigiidS^ h — l:;:n — (h — l) 

1 
fepm ©agegen fann cos Dz: cosD nur jiattfinben, wenn 

X 11 1 

D— D, alfoh— krrli— k^ SJieJCnnal&mesinDii— sinD 

1 1 

Ift unm^fllid^; cos D = — cos D toerlanflt D zr tt — D, 

olfo h — t = n — (h — k). 

C unb C pnb bon ber JCrt, baß nie i^re Summe ^ 
ober ein 8SieIfa4)e8 babon werben fann, übrigen^ ijt iebe* 

1 
berfelben |)ofitib tmb' unter jyr* @oH alfo sinCzisinC 

1 11 

fiyn, fo ijt bieJ nur m$3Kd^> wen« C=C/ b.>. h-^k=Jt--*k* 
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€h)a i^o$Cr:c08.C \^n, fc mttf tafftfte fhittfinbetn €$08 

1 i 

aUt sin C rz sin C fepii/ fo mix^ C — C r: ±- 5^, ölfo 
11 
Ji + k=:±iii + li + k fepn, unb nur iintet berfeÄm 

1 
SBeWnautifl ijl e8 mßan(l(>, cosCn — cosC ju fe^m. . . 

2Cuf biefe SSorbctra^tungen toffen fid^ nun fofort folfientc 
IBel[iau)»tungen übtt Mz Siett^, x$aö}€untet t>en S^rmen 
I m'b II enthalten ftnb^ grunbem 

!♦ Unter ben n • n SSSertl&en ^ bie au8 ieber berfelben enU 
fielen, wenn man för h fon^o^I atö k bie ganjm Bo^I^ 
t)on W8 an n fefet^ ftnb ieberjeit n reefle* 

Simn für foId()e wuf sin ^ ^ = 0, olfo Ii = k 

feijn, weites in n gdBen rfnSglf^) iftr ' _ 

S^r @d)ema ift 2V'('--^^ cos^^St? ffit i unb 
\cos ff/ n 

2.^/^Y cos (2h+,l)^ + y fft, it @{e ^«t, laft,««. 
Vcosy/^ n 

If(i^ reell upb t}erfd[)ieben wn etnanber; t|l n un^^aar^ fp 
frnbet feiner einen unter ben anbren, ber ft^^ mit ilt^m auf^ 
bebt; ift n pdai, fo gibt e§; für jeben, eineir unter ben 
anbren^ ber ficfy mit if)m auftieöm mu^* 

2)enn ani^ bie Sal^len; t)on beren ßofinüJ l^er bie Slrte 
ifi^ itnb fo ht^d^affzn, baß bie ©umme »on ixot^.\ol^ 
,m6)t n ober ein 5Bielfaclf>e« t)on jtt fepn fann^ mitl^in mt 
bie 3»6g«c|ifeit bleibt, baf ibi^e ©iflferetij =::±:i« fe^n 

ttnnte^ , »fefe ©ffferenj ^i5-^i^ — ±:^ gefegt,. g»t 

In 

t=i-*r -H h, ei^ alfo für iebe« b, Om nur ffit ein 

'1 t 

pMtta n, em jugeb^tlgeS h, Sp h ^|n, fo barf h nur 
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rzrh-l-in} iP h^i», fp barf mx hi:::h~{n genorm 

tnen toetbem di ifi alfo in ber SKotalret^e biefer reellen 

ÄJcttl^e ffit jetjen bet erjien »^Ifte ber ebenfot)ieIfte ber 

0i»evten, ber ^ä) mit jenem auflebt £»ie ^gen SSert^'e f&r 

I ober n^ an 2oif)l n* — n, jinb äße imaginär j benn -. 

feiner t)on fbnen fann fe^n, ba fte unter ba§ @(^cma 

cosCCcosD + sinDV^-l) faHen, tinb »eber cosA, noc{> 

cos D unb sin D }ug(ei4^/ n^erben f&nnen, aud(> bie SdOe, 

»o «in D V*-i zro »erben fartn, fdj)on abflerec|)net jinb» 

3» Stein imaginäre Sormen ftnbetr nur bann @tatt^ wenn 
n paat iji; in biefem %fiU gilM e$ beren an 3a^ n^ bie fUj) 
l^aarwetfe ^ben, äbrigenS berfd[)ieben ftnb* 

©ie t>erf angen cos f "^J yr — 0/ alfo f — J^ :z i. J ?»♦ 

-^^ yy= + l^r^ fo fommt^ oIS erfte fBötouftfefeung; 

hr:lL+ — , uttb ftlfo ju iebemk^ twm O bis an — , ein 
2uge|^6rige$ h, natärlid^^ nur, xoenn n gerabe iji« Yföbann 

Vcosyy V n y 

Vcos 5p/ \ u / 

TbOiimd, in n>e(4^m für k aOe Sollen t)on o &i» an |- ju fe^ 

pnb, um bie einjelnen SBertfye ju er^attöt 2(uf ^eic^e 2trt 

bringt bfe jwe^te SJorau^fefeung, ^ — — -^ = — Jw^bfe. 

SSebingung h r: k — ^i alfo ju^itbem Tt, niöft unter —^ ei» 

jugel^lrige« h. $)ie ÄuSbrurfe für I unb II bleiben bie tjo^ 
rigen, nur mit, umgef ehrten Setcfeen; e* gibt ^ ju febem 

il^rer SBert^e \ wöbe? h z: k + ^ , einen , woffir h = k — -■ 
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sinD n «lirP^ cos C ZZ cos C, mb cos D — — co» D, 
II. t % . • * 

h z: k + -^ unb k— h — — folgt SRait wirb atfo' ffa 

n ' 

icbcÄk <J~, «ttb banebctt föt jebeS h nidf^t ^ijn^ folj^ 

1- 
iittt f&t ieben Sßittl^ btt tt^tn Sat^^govle (ba aföbann h nicfit 

.<{in^ «nb k immer <15n werben mu^), cmen if)tn teefl 
ge)>aarten in berfelben ^at^egorie nur bann, wenna ^oar ift, 
et^attem S&r ein un)>aateS n ijt bie Sbron&ffltm^ tiA^ 
benfbar; _ / 

d) ©ennn «ngerabe ijl, fo gibt e« in ber etjlen Srafie 
feine ©ettl&e, bU P4) einanber aufgeben ttnnen j iflngeoik, 
fa {tnb fcU^e aUerbingi^ t»orlE;anben, aber nhiht t^ber äßeltl 
ber erjlen Glaffe fmbet in berfelben einen anbem, fid[> mit 
i^m auf^ebenbem 

^ 2>amft fl^ i'm^ SBeiQje mffyAm, mu^ cosC cosD 

11. i 

:r — cos C . cos D, imb cos C sinl> z: — cosC*. slnD 

fcpn. ®arau6 folgt notl^wenbig, baß co&C r: — cosC 

1 11 

urfb cdsD = cos D ober baß h + k ~ i n -}- (h+H 

11' ' 

«nb h — k rrh— k* 3Cu8 be^ben ©afecn folgt entwebcr 

In * n * n 

li~ — \-h. tmb k r:---|-k ober h ~ k * undb 

*fc <fc ^ 

* n 

k = k — --. aSep t>a erjie» JCnnoi^me mÄffm h unb i 

<{ — genommen »erben, «nb geben aföbann {ibe«m(rt hmbk 
nid^t <—* SSev^cr jwepten foHen h «nb k iebeSmal tti<|t 



— 385 — 

/ 

•'Jftfo n«r jÄer t)Ott ben ffiert^cn, iie jur erpm ßat^egorle 
öe|)6ren, jpnM unter bcitcn bet awepten 6a%florie einen, wo:: 
mö er p4 onftebt, unb timflefel&rt. (So üerjlelit fid& t)on 
^irtl^, ia$ ber 2l!nfaS nur wenn np eim gerate 341 iji, fite)? 
Ott bejle^^n fann* 

^ 3Cu$ biefen (Sa^m tann nun aügemrin noriter ^e^lü^ 

4) KUe pavtiM imaginären SSertbe ber formen l fou)obI 
tifiU ^b »erfc^iebem 

.®ie ber erjien ©äffe finb O, laut a, unter fub, alfo awft 
bie ber jwe^ten unter fid^, ba jebe öon biefen ju einer ber 
erjbn ®aife imagtndr QtpaaH i% Äeine ber erjlen ßlaffe 
lätiftt einer ber imt^Un ibentifcb fep, benn aKbann würbe 
M ^^ We ber etften ©äffe in biefer Gtoffe felbjl eine ima^ 
8inÄr.flet)aarte ftnben, gegen b. .^ . 

*• S) SU n ungerabe, fo |)at fttner iion ben j^artie« imo^ 
gitteren SBert^n t>m I ober II, unter ben übrigen einen 
vei& gepaarten; ifl n gerabe, fo ftnbet bieS f&r iebelt &tcät^ 

%nx ein ungerabe§ n gibt e8 feine folcbe in ber erjlen 
®affe, laute; gdbe eö beren in ber jwepten, fo würbe 
bie. alJeeiaffe SBertbe, bie (icb. aufgeben, entbalten muffen, 
gegep d. 8Bdre ein SSJertb ber im^tm (Sla^ reeU gejjaart ju 
eineni ber erften, fo mupte biefe erfte jwep ibentifcbe aSBeöbe 
entbalten, gegen a* 

Sft aber n gerabe, fo jtnb, taute, f&r bie erjie eCaffe, 
oDeJBert&e ber k^Un (Satbegorie einanber reell ge)?aart/ affo 
audb ffir bie jwepte eiaffe finb e§ bie in ibrer lehren QatU'- 
gorii unter einanber* 2cbe ber ^rjlen ßatbegorie ^U f?d^; 
gegen eine ber jioeijten eatlJegoÄe in berfelben «äffe auf (d), 

SBb 
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flnbrt aber mM^ icbe«mal (4) eine i^i imögfttdr flejMiatfe 
Unter tenen ber onbem ßlajfe* ®a§ ber einen * von jwi» 
yartteU imaginären formen, bte ftd^^ aufgeben ^imogitiav^s^ 
l>aart ip, muß ber^nbern reeU 8e})aart feym 

6) Sjl n ungerabe, fo l()ebt pd^ feiner ber pattieU ima^U 
ndren SBert^e für I ober II gegen einen ber anbem ; fft n 8^ 
rabe^ fo gibt e« ffir ieben einen i^n auf^ebenben unfer brt 
Äbrifien^ - 

2)ie8 Idf t fi^ au8 ben Dorigen ©afeen fc^lief en* ®iht 
a bep ungerabem n ^n irgenb einem SBeirt^e einen at^bem 
ftc|) gegen il;n aufl()ebenben ^ fo ejcißirte auc^ ba^u ein imagin& 
QtpaaxUx, ber alfo ju bem erflen reeU Q^paaxt fegn würbe^ 
gegen b* ^ 2)aS Umgefel&rte Idf t ficb be? gerabem n elbcnfo 
nac^weifen. 

allgemein «nb ol&ne SRurfficbt auf ben ®rab ber atxi^ 
iiel^enben SBurjel fann man aifo ben 2(u8bruden, t^eldfe 

unter bie gorm V"(-c» + ^\r-i) + y-Ci« — /? V-i) 
get^i^etti nur Uf^awpUn, baß ffe eine JC^jaW !»»»•» 
untöc einanbcr t)evf<^iebet«nJBertbeni wotoon feiner =0 ip^, 
bef äffen ;^ baß barunter jebeSmal n reeUe, bie übrigen n*— n 
imaginär finb, unb baß ieber imaginäre unter ben anbem 
einen imaginär gepaarten finben mix^. Sjl n gerabe, fo gibt 
e§ n rein imaginäre; jeber nic^t rein imaginäre finbet einen 
\i)m reeU ge|)aarfen^ auc^ einen \id) mit xf)m oufbebenben, 
unter ben übrigem Sjl n ungerabe^ fo gibt e8 feine rein 
imaginären, feine ffc^ Q^paaxUn, feine fi^ auftebenben 
SBertbe unter benen, bie iid) mi ienen ÄuSbrfitfen ent^ 
»icfeln; e§ p^tUn alfo unter ben i^artiett magindren ber 

3a^ nac^ — ^ gdnjlid(> bISparate bifiniliä) fe^n, beren 

Mefeer einen imagindr gepaarten na^ fx^ jiebt, wenn n 
unpaar ijl» SSep. einem paaren n »erben unter, be» patiiä 
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n^ '"*' ü^ n 

fmogfn&en ©«rt^en — - — l)i§|)arate U^n, beten iet'ct 

' ' • -4 

einen teeU, einen imagincir ge)>aatten, unb einen ftdd mit 
i|)m auflebenden jum Segleitei |)at > 
* * *" ■ . ."^ 

..;g) 2>ie Sorm VTCia+^V'-l)-' v^(i^-^/? V-i)# 
^t grpfe 3Ce(Mtli4^eft mit ber, t>origen/ utib Me gelinge IBje^ 
tti^tUä)Uit bzx SKobiftcationen / beren ik Sl^eork. ienev 
unb bie bep t]()r gebmucl()ten $rinci))ien/ beburfenj um ,^f ort 
ouf bie t)orIieflcnbe anflcmcnb^t ju werben^ ^eclttfertigt ^^8^ 
baf nur bie Stefüttate if)i:et ^ntmidHun^ l^ier au^ejlAl^ 
»erbem ' \ , . i 

fo wirb: , ' ' ' 

2t Ji +■ <p 2ksr -4- © 



•n '• 



in r: y* ( — ~\ Vcos '^ — — ^ — ^ — cos 
\co8 9)/ L n , 

+ (sm — ^^^ + ^^ n ) ^-^J 

obit lufarnmen^eiosen 

m = v^(^-^^ . sin ^^^^^-^^ r- ^-^ ^^^— 

Vcoöy/ n L n 

Unb eben fo fitt V'C- « + /? V-l)- V*(- »-/? V"-i)=IV. 
,, \c059py La Ä 

obe« . 

»b2 
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©arau« leiten ftc|> in «ejie^ttna ouf We einjclnen ®ertjf, 
tie tiefen TCu^bruden ju ^^eil werben f&nnen, folsenbe 
G&^e, comf^onbtrenb mit benen, auf bie vcnmitUSbax w^ 
betrad^teten I unb U ^^^^ung f)0btnien, ob* . 

1. Unter ben n . n SBert^en ber 5Cu6brii(fe m ober IV 

gibt eS feine veeOe, fobalb u ungerabe, aber allerbingS im 

n, fobalb n gerabe ifl, bie atebann üerfd^iebcn finb, üitt 

ff^ j)aÄr»eife aiif^eben*. JCße fonfiige ftnb imaginir» 

' 2Benn fold^e' erijlflren , fo föKen fte unter bo« @c^ä; 

i^(^ (r ^^^^) ^-. ffc "' - 

^r i. aße ganje Saufen »on bi§ an n genommen wertw 
burf?n* ^«f *.ie unb ber Jn-J-kte ^mJfUI). gegeneinanber. 

2* ^Slein imagindre gormen finben fi^ ffir ni wie fit 
IV iebeSmal, <in ßäl^l n, aße tjerfc^neben^ unb nur twnn 
iid) paatxot\(t Ifietenb^ wehn n eine gerabe 3al^( ift. 

Sfir Öt^ema ijl 2V^Q^) O^^^^^V^) ^"^ «* 

m, unb -2 V-r--") . fsin (l!i±jOfL±^)/. 
\ cod (py \ ' n / 

für IV, wobcp, n>enn n paar ifl, ber ku, unb berin+i^« 
ffc^^.iebeänml lieben* 

;;. ^artieß imagindre SBertl{)e t)on in 'ober IV finboi 
icbn cinm imagindr \i6) mit i^m auf^ebenben, nur wen» fl 
gerabe, unter ben fibrigen; feiner einen fol4)en, fpbott ß 
ungcrabe ijl. 

4. 3(ac porfieß imagindre SB^rtbe bonlH oterlT^ 
ijerfdjicbcn r>m einanber» 

5. Seber partieß imagindre »ertb t)On III ober IV |inW 
unter ben übrigen einen reeß gi^.dartem ^ 



i 
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■6; SHut mmii noake. ift« gibt « iif je^ pmoi 
imaginären SSSettl^ von III ober IV uitter it^ Mtigm einen 
1^ mit i^nt a^f|)<{>enl)en; ijl a ungetane, fo findet fid|) fh 
feinen ein folgtet UBjtet.ben avbtxn, 

' vUbtt bie 'Äugbrütfe bon Uw ffo^tt» V"(±a-f ^V*-l) 

— V^(l:o5 — /?v^-l) ijl bem gemäß, allgemefn unb ol&ne 
IRucffLcl^t auf n^ nw Soij^cn^c^ jQ be^))t€n B^^tt^« 

@ie enti^Iten iint<( ftdl^ ^ioe Tiüiaijl t>on n « n SSSotl^ei^ 
feine =:o; alle ))erfcl(|ieben; ^ baoon jjfnb tun imagtndr, 
imb ed gibt 2^ i^^^^ ^axtkU imagimtm Mtxtt)t dnen teeR 
^tpaaxtm unten ben übrigem 

Itebrigend geben fte, toenn n gerabe {{t;^ n tieOe SSertl^e, 
mm!b hbtx^awpt fut ieben ber ^^t^eo ein^n imo^t ge^ 
paatUni fo nrfe einen ^i) mit ii)tß auf^ebenbem Sjl f)in^ 
gegen n ungetobe, fo gibt e^ weber imaginat gepaarte , no4> 
!«][> aufijebenbe aSertl^.c wntci: bencn, bic au§ jenen 2(uSbrucfen 
entfpringen. ©§ t)erf;dlt fi^ alfo mit ber 3a^T ber bifparateit 
ÄJert^e wie im tjorigcn galt, nur baf f)kx für ein unjjaare^ 
f^ jieber ))artieU imaginäre SBert^ einen. reeU gefiaarten mit 
fid^ bringt^ 



es iß nid^t unwid^tig^ itoifd)m ben bei)ben ÄüSbrntfen: 
@ = V^(c*.+ ^ V^-i) 4- V^(«~ ^ Ar-l) «nb 

g = -/'(a + Z? V-i) -- \r(«~^'V*-l> ^e «er. 
^le^uttg onjuflettöi, ba$ ^ei|t^ frfcrn mm fie aK irfefc 
beutige betrachtet, nad^ a5ejie|)ungen jtt?ifd[)en ben einjefaen 
585ert]&en be§ crften unb benen be§ im'^tm gu forfd^en* 

^iet jeigt fk^ ben» fofort SRad^fo(genbe6 ^ 

!♦ Sft n eine paare 3a^l , fo geben bie 2fu3bmdfe @ unb 
S int 2C%emeinen t)oUfommen 3bentifc^e§ ^.. ba§ ^ei^t, ieber 
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üuüf aui bem gtoet^U/ unb umgelel^rt 

2)ie8 folgt t)on felbp au8 bcm im crflcn 2(bf(^ntft btcfi« 
JCttl&anaä bar^ctl&anen @aic: ba|, fobolb n paax i^f iebecs 
seit, n)a$ aud^ unter bem äSutjelaeic^en fielen mh^i, 

n n 

+ V* = — V fepn muß. 

2« Sfl n eine unj^aare äa^i fo wM/ be9>^a ^/^ß 
ausgenommen *), fein SSBert^ beS 2fu8brucfe« 6, einem be« 
comfponbirenben %, qUxö), obei^ ftd^ mit bemfelben aup 
lebenb, unb ebenfo feiner beJ erjien itgenb einem beS anbem 
reell ober imaginär ^eyaort. 

Denn ba8 oSgemeint @c|^ema aller äQertl^e^ bie aui @ 
entf))ringen/ ift, unter K unb k beliebige ganje Bai^Un t>oit 
bii an n berpanben, cos A [co^ B + (sin B) V'-lJ 
tDobe^ A unb B äal&ren finb, in benen h unb k ^nt^aften 

V 1 1 

i% ebenfo ift, unter h unb t Äe^nlic^eS wie unter h unb k, 

unter A unb B 3(e][)nn(^e8 voi^ unter A unb B gebacH 

baä Qö^mta atter «u* g entjiel&enben 5Bertf)e, sIa A [— sinB 

-j- (cos B) V-l]. ©Ott irgenb ein S3Sert^ a\x& d einem aui 
% gleich; einem folc^en reeH ober imaginär gepaart, jic^ mit 
temfcrben a\xff)tUti\> fe^n, fo mu^: 

1 1 

008 A • cos B n ± ^ A « sin B unb 

1 1 

cos A • sin B zr ±. sin A « cos B 

gelefet werben fonnen, alfo auf bepben Seiten quabrirt, 
abbirt, unb V gejogeu; co8Ar:±.sinA fepn. & mfiffen 



*) 2)(e(et gehört oljne^iri, Da « + « V-l n « (i ±. V*-!) 
zi»\^ iiLiVri), einet anbeten einfa^eten glaife «im Jer« 
,men am 
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1 



alfo A uttb A um (2r + i)i7i; blfferiven, oicr t>ie8 ju^ 
fapmen au§mad[)en. £)äg t()te @umme ni(][)t ein SSielfad^eS 
t>on i^^ fcpn tarn, wenn a unb /? fcejiimmtc 3o<;Ien, alfo 
ip recB unb <}{7r {(i, tjerjicl^t jid[^ öon felbjl, wobep iebod^ 
tier m5igc gatt az±ß, für weldj^en > = J st wirb, aß 
^u^na^me Umtttliöf gemadl^t ti^erb^n muf* S^re 2)tffetenj, 

^m^ fa»o^ för e al« für g, [h +^^-^h+k)]^ ^ ^^^^ 

.;^2?r ijl, zi^^tt ober Itt ju fefeen^ toirb VLnmhQliä)^ fo^ 
Ibül^ n eine ungerabe 3al()J fipn fod« 

60 fteUen biefem Qzma$ bie be^benJCnSbrutfe V(a+/? V-l) 

+ V^Ca^/jy^-Di unb V^C«+/?>r-l>-V'(a— /* V-1), 
worin a unb /? reeUe 3aW«n# nacij> SSefieben j)ojttio ober 
neflafio feyn m5äen, jtpep Dielbeutige gormen^ \)0Xf^ aui 
.teeren ieber im 2Cnjal^{ 't>on n * n einjblnen äBerll^ ent^ 
niilcfeft werben fann, tinb ftnb infofem aB allgemeine ©Hebet 
wn Stellten ju betrauten; beren lebe u/n einjelne ©lieber 
Irt pd^'fagt Sit nun a eine })aare 2a\)l, fo gibt ber eine 
i^m i^m tbeotif(ib.bie|e{ben tinjeliten aBertl^e toie beranbre, 
wenn fd&on i» anbrer Solge» Sft l^ingegen n unjjaar, fo 
ftnb alle einjelnen äBertl()e be9 erjien SluSbrudf^ aUm bencn 
l>e* jtpe^fV» DoBfommen biSparat^* fo baß weber Sbentifdt, 
tiodf^ gdnjlkl()e8 @ic^j2(uf lieben, »eber SJeeHeS^, nodj^Sntaginare?^ 
©epaartfep unter benfelBen ^tatt ftnben f«nu* 2)tefe SRegel 
gilt unbebi;tgt, fobafb a unb /? öevf(|icben jinb^ Sl&r erjlet 
S^eö bleibt auc^ für o-r:^ tic&tig; unb nur i^r jtpe^te? 
ipärbe. in jbi^efem ^aüe einige SRobiffcationen ju erteiben l^abem 
! Unfjfl^i^ar ijl dne- äBeji^l^ung tiefet %xt afö |)6# meifc 
»ütbig jii. beftad^ten^ 

2)er jweijte ^auptföB, »el<&et U^ ©ummin unb J)if« 
fit^nieii gfeid^ lf)o]6iet Sääurjeln au6 btn gormen a + /f y^-l 
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uttb a — /?i/-l Dotfommen lann, m ß^O flefefet tpirtx^ 
wxbUnt, »dl fd) bc9' i^m btc einfa(i^ft^n g<>^wen tatbietcti^ 
unter fctnett t^ielbeutige 9tabicalg¥&fen pfammesitteten, 

u u n n , 

V*« + V'a.unb y« — V^cf; eine befonbrc 85etra^tung» 
(Sie hmmt ,inm Zii)til auf bieienige juru^, n^elc^e be^ b€tt 
unmittelbar oorangibenben ^ufbi&tfen gebraud^t i{t« 

9ßan f6nnte aucb b'^ unterf^eiben , ie näcbbem a pofrtit) 
, ober negativ) fe^n foß. Snbeffen genügt e§ i^oMommen , nur 
bie erfie %am\)mt ju entn)irfeln, »obep a pojttio ift, ta 
eine leid&te äBetrad^tung jelgt, baf äße JRefuItate für + a, 
ftcb JU imm für — <« ganj fp tjerbaltcn muffen ; wie unter 
gleicb'en Umftanben bep tem erften .!g)am)tfalle bie Slefultate 
t)on I JU benen t)on IL 

; an. 

®) 2)er 2Cu6bi:u(fV«+ V» »iJ^b fofort: 
" r* 2li7F , 2t yr , / . 2li7r , . 2ki7iN n 

unb bider 2 v^ « cw . ^^— , oos ^^ — • ^-* 

n L . a ., 

2)iefe JReijel lebrt fogleicb unmittelbar : - , 

!♦ gfir bie Sdlle, wo h — k— 0/ b. b» ksrt/ bm« 

^Ifo n ftnb , wirb Va + Varr 2Vajcos 

+ Tsin^--^^ V-ll = 2V^a/ unb feitt äBert^ biefer 

erflen ®attmQ fommt unter benen ber jwepten, f&r bie 
mcöth = l ift, nod^maK, ober unter biefm ein ibn auf^ 
beboiber, ein ibm reell ober imaginär ge))aarter Dor. • ' 

n 

^r fclbfl fep bur^ 2 V^a [cos A + (sin A) V-i] angebeütet. 
Seber ber jwe^ten ® attung wirb aKbann buc^ 2 V« ♦ cos C (cos D 
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GosArz±.co8Cca8D, tmb iuj^ciöf $i&Arr±.eosC«8inD 
fei^tt, fo muflte cos A* + »in A» zz (cos C)* [(cos D)* 
+ (sin Dy], alfo (cos C)» = i, alfo cosC z: ±. 1 ^, 
offo entweder C zz 0/ obet Czzsc fepn* 5Da& ©rjie giW 
hnk, feaS äwevte ijl nid[>t m^glf*, ba h — t <in^ 

ttcbrigend ftnb bie SBertl^e biefer erjlen ®attunQ, beten 
ieber fibetl^aupt nur eimnal toorfommen, unb nie =0 xott^ 
Un fann ,- aus früher Unterfuc^ung f6r %, (®. 364)i 
UUnt(t 

2. Seber^ jö ber 2n)e9ten '©attung gel^i&rise, Sßertfi Don 

XI n 

Va+v^a muß jwe^mal erf^lnen; »a^renb jebet bet 
etften nur einmal ))or^anben i% 

©enn^ wofern h — k nicl^t fe^n foß, fo giM e* We* 
eine Sgal^z ber arsbanh mogIid(^en ^l&ert^e^ wenn eS ))afiet)», 
bieunbre (inbem fic^ h unb l öerweii^feln), wenn eS negafit) 

tfL Aber in ber gowel für V^a ;+- y/Ta ^i^ bie 8krwe(^ 
tang ^on h unb L ib^ntifdi) S)(|f[elbe tuieber« 

> 3. Seber imaginäre jur iwepten ©attung geli^orige 93ertl^ 

oon V*^ + V^c» ()at unter ben Abrigeii berfelben Gattung 

einen imaginär ge))aarten. 

@e|t man in ber Sormel jlatt h unb k, an bie ©teOe 

" (Ji-k)7r r (h+k)7r 
-*-h unb — k^ fo er^tt man2V^ci»co8^— — rcos 

— (^8in--i— )Y-iT welche« ba8 allgemeine €6)ma 

ber ^u b^n SBerti^en ber anfdngliclden Sormel imaginär ge^ 
paaxun ijt* / _ ., . 

4* Unter tem Äuöbrucf -vTa + y« jfiAb ieber^eit n reelle 
SBert^e enthalten, beren allgemeine« ^^ma 2Voj*cos 



Wefer SBert|)e =0, ik fibrtgcn ä-2 Meljbeii weD. . 3jl h 
tin^erabe^ fp (ann nur einer, ifi ed gerabe, fö vonUn {^9 
Iferfelbto ju bei? erflen ^ttuttd lint t4e i^riaen j» Mt 

d. Sjl n eine |)öare3a]^, fo gftt eS n gdfie, i» »efc^en 

n n 

y'^ + V« =0 w{rb,. ffe ^e^Sreii äße ber jweptai ®«b 
tungj » — 2 Sdtte, in Umn eS. rein imaamdr^ SBert^e 

lefommt. e»^aKm unter DmSc^ma 2 V-«(sin!^)v-i 

(mit SBJegrajfunfl bet tepben SBertl^e bcffelben, bie für k=0, 
unb tiz JD,. fettjl o werbe»)* Zud) bie Jiefetercn $e|prett 
aUt ber jae^ten- ©attung, unb nur für ben- goB^ wo a 
. torci^ 4 t^ieittar <p, gef)n ap>«^ ^^tt ju bencn ber erjlcn 
ttber^ fö baf uur a~4 (Amm r»^ ben i^q^ Uet^a. 

V 6* Sebe pattitfl fmaginSre gorm, bfe unter V« + V"« 
fnfiHteR-Jfl, ftebe^ eine pc^ mit t^ mif^cbenbe^ iinb ehte 
a)x reell gepaarte untei^ ben fibrigen, mm n p^^^ 

M; Hl ]&inflegen n nnj^aar, fö ergeben ffc^ für ^a^i^^ci 
web^n werb«nbe nodi> i;efD, tm^ginSre^ nöc^ reell gejiaa^te, 
no4) fidS) auf^ebenbe SBe^l^e* 2)er ä5e»ei« i(l bem für o^m 
IH^^ ©Ätje lep i geföörteK ganj aleic^aröä^ 

- 7- 2>i< ©ert^e b« erpcn Q^tung ju ctaffipiiren,,.i|l 
iler gauj äbergöfflg* 2)lc ber im}iUn bkUti fix ein |)aare8, 

n'idS)t bur* 4 tf)eilkre3 n/ eine äal^l öon i (^^— ^) bcljja^ 

raten I, yottiea imaginarett Sßertl^en^ ^ ein burcj^ 4 tj^dt 

i^^ Pt fWtt i r r ■ V ij t>«J* beren Jeber einen 

IbenlifcjS^en ^ einen ^^ mit i^m felbß auf^ebenbcn, einen 
reril, unb einen imaginär gejpaortcn jum SSegleiter i)aU 
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line 3a^t t>^h (° 7" ^ ) WSparatcn |)a«tiea imaginowi 

SSSertJ^tt/ feeren febei^ ei»in imi^inix izpaacttn mi^totegt» 
itnb fammt biefem jYoe^mal erfdl^euit 

" ^) ©er ÄuSbrurf V^a — V*a giftt^ entwfM: 

V> J cos^ C0& }- ( sm sm 1 Y - 1 J 

V ' ' • * 

ober utnfidfotmt ■ 

■ » ■ ' • * 

JDarouS etj&eßet' foglefdS^ f&r V« — V«* 
' i. es gibt iebrtmat n SSSert^ei beten ieber i: 0. ' 

, • (h— i)^ 

2)emi e* ^iht n gdtle^ wgi h — l =0 = sm — - ^ 

'2» €» gibt ju iebenr nic^t fe^ettben IBe# dtten- 1^ 
Ätifliebenbem ^ 

iDenn bie l8eTOed[)5Iuttg toon h unb k dnbert nicfttö ali 
ba« äeid&en beS '2fu§brutf8. ' 
3* @$ gibt iu iebem imaginären SBertl^e einen im^ginSt 

©epn, flatt k unb h gefefet — l tinb — h, »lÄ; 

~ V*« r- Vo» 

0«)>aatte;t. 

JDtnn Mol flatt. k gefixt — k, #* We etjle gotmeh 
» /(hH-k)jrr . (i'-k)7r , A„.(AJ^^V <1 
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lofti^ feaS oUgimeinc @4iema aUci; Sßeä^e^ Me benett ttrt 
anfänglichen veeU gepaatt fni, t)arfieat« 

5. &im 8Se^^ fonn t>oJ^ptlt etfdE)ehien^ fbbalb u un^^aoar ift. 
p $ie^ &e]()t aus Uii)Un Qäflix^tn, gan} a^nlic^ bene«, 
^6t)utd^ t\» flteic^rautenber ^ft fui; S (®.383u 3lr/a) Be^ 
.»{fefen Worten^ foflleidb l^erüon 

„ 6* SAr ein unpaatß n flflrt V*a — y a tnrcl^auS feinen 
feeUen ^ettb/ hingegen in Ut Zi)<d rein imaginäre SBettl^e, 

unter bent aUgemefnen ®(fyema 2y^a («in ^ J V-i. 

S^rer werbtn (ba ber eine für k — o, O-yT-i/ alfo feftß o 
wirb) an, 3al()i n— i fcpn/ feiner betn anbera grei4>/ aber 
gebort* . ; . - •: , 

: i Uebri$en§ fjäi^ auf ^ei4^em fßzmiic rui^enb^ ,au4^ fnr 

bie bepben 2Cu8brMe v^a + V^# wnb V^a — V« bie 

nierftburbige SBejiel&ung, ia^ fie iebe§ma! ibentif(|i biefetten 

einjeWen SBBertbe barbieten/ (bbalb n gerabe ifl^ hingegen 

alle' SBm^e be* erjlen 2fu§brucEö betten be6 jroevten t)olt 

lommen biSparat ftnbi fobalb n un^erabe fepn fod. €$ iß 

'S" ' "u" ^ 
4J|o^'f!U)r«&«l^,'b0n>ben SSerti^en be* v^a — V'aifur ein 

unvaorei u ju reben* SiefeS entl^&t teren T — r-^J 

bid))arate tHirtiell imaginäre, beren ieber einen reeU Qtpaoacf 
Uü] einen imaginär gepaarten; einen f^ mit il^m ^nf^ 
bebenben }um Segkiter b^t, ober nur einmal etfc^eint 
6c^t man in ben bepben testen 3Citöbr&&n a = i , fo 

iri&dlt man Äl^eorewe für >ri + V^l unb V'l — V^i, 
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pie ^ an Wejenfgfn ffe? y^i.yTi mt> Vi: V'i. wdi^c 
afS ^fibonientaifd^e jum I6e^uf teß 9iec|^et!d mit 9>Citiens^ 
i|iribtp4iner iS^onotten unmibi\)üi6f fmt) , erg^if^eiit on^ 



.S)er fcrffte ^auj}tföll, wcld^cr ik jitr Untal^tc^ung auf^ 
genommene jufammengefefetc SRabicalgröpc geflalttet, wokp 
« r±0 ijl/ crleWgt fJc^ but(J> ndd^MenW gormcln» 

ober sufammengejogen: 

'TT T XI. . (h4-t^^iW 

Unb auf filetd&e 5Crt: 
gufammcngcjogen: 

©a er weniger Snterejffe fteftfet, fo mhitn feine JRefuttate, 
ol^ne^in benen be« erften %aU, fo wie beffen 2fu§brfi(fe ben 
feinigen, ganj äl^nlic^, l^ier niä)t weiter entwitfett werben. 
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t(ntarfu4>iitidett, wU bk bischerigen, laffen fu& Aber 7Ctt&: 

btfide, DO» im ®tftaltm V'A + V'B utAVA — V'B, 
mäf bann anßeQen, wenn A unb B tbentifcbe, ober fi^ 
ÄUfbebenbe, obe« reell gepoarte gormen ber %tt a + /? V'-i 
ffnb* Si>a merhourbtge @(t6 t^on ber Sbentttdt jener bepben 
XnSbrfide, fbbalb n eine paare 3a^l ift, unb bem ganjOcI^en 
2)i8|)aratfe9n i^rer SBertlE^e, wenn n eine mpaaxt 3a^l fcpn 
foD^ würbe be9 ieber ber genannten 2Cnna]&me ffir A unb B 
wleberfe][)rem 

& wfirben fu^ Abseits bie aiofftftcationen ber SBettbe 
wn ber gorm a -}-b y-i hod^ weiter treiben ; unb namenfe» 
Üöf unter ben biSparaten biejenigen, wobep ftd^ a tinb b, 
unangefebn i1)x^i äeic^enö, t)erwe(bfelt "^ittzn, \min untere 
fd^eiben/ baburc^^ alfo bie 3abl ber urfprunglicl) au§iumittebt^ 
ben SBertl^e tielbeutiger Ttuibthde mäf onberweitig loermin^ 
bem toffem 
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©•. 06* 3. 5. fl. bn f. b 

2 r— 1 1 

2 r— 1 ^ y 

L Ax«— ^...^Ajttt— (»— O + Ax«— »•.. 

— 76*.'- 7..ft. un.l. ur3 . p 

— 80* — 1. fl. C I. C 

83. — 9v tfr We et(te C) «m s, Hub g.i3. (d^ C wr s fiJeffafltB 

r • k ' 

— 8ß» — 6 D. U. fr (a) r. (a) 

— ^* -^ 10 »• U. fr X» l, x^ 

02 ^ 

— • ^. -^ 3. fr a I. a ' 

IB - 1| ^ ' ' 

— 101* — 8 1). «. fr V I. \r 

— 106. — 4. fr xr I. xT- 1 

— 116. — 8 ». u.f nnb 3-4 »♦ tt. fr C— O f. (— !)• ®te atifüiid^ 

i^udlffri&en ter 3 (e(ren ^elltn 0nb vctwef^feft« 

1 T-l » 

— 130. — 14. fr Sri. Ol «ttb 3. 17. fr a L a 

— 136. — 2. fr xr-i I.xr 

2 2 r 

— 137. — 15. fr ax U ax» itttb 3.1 t). tt. fr rA I. rA 

1 2 

— 138. — 2. fr ax» I. ax», Uttb 3.3 ». II. fr m l Htm 

— 148. -^ 11. Ilttb 150. 3.6 P. II. fr — I. -i-j 

— .170. »- 8 t). U. fr n — 2r L n — 2r unb 3. 9 V. 11. fr SB I. » 

— 174. — 13. fr 1 Uttb 3.9 P. U. fr a I. 

- 175.— 8D.li. fr QV'±y i QyT'iy 

— 186. — 4. fr eoffttu^ I. einni 

— 191. — 3P.li. fr /B I. ß 

— 193. - 1* fr \r-. I. V^ri 

— 209. — ID. II. fr 2hw I. 2kx 

— 210. — 7D.II. fr ▼ I. r • ' >,, 

— 211. — 4. i(l Dor „3)a«" einiiifd^alteii ^"^ ■■ '^^ 



221. — 5. fr a I. A 

225. — 5. fr f i. f; llttb 3*6» fr n« I. «" 

236. — 64). tt. fr « f. « 



®. 344. B.9^n. fl. «+•* ^. «+2> 

1 3 r 

— 249. — 10. fr 3 ttnb 3 r. 3 

— 271. - 10. fl. XL« - 

— 326. — 17. fr 228 U 227 -^ 

— 335. — 4 t). II. fr 1 + ax I. «x 

— 340. — 8 ö. II. fr rtf i. Hit 

— 347. — 13. fr u.. I. n.6. ©»lÖS. 

— 359. — 8 ». a. öeWrt Writer <> imb 4» ein ; 

— 368. — 6 ». II. fr n I. n ' 

(!((# au(( o(ne ^mel^i, auf ben rtften SHcf (emerflict^ wac^ii, iiiib 
vertrffern, (flnjugeplgt wetbeit 

®le 3nbice^ l m* r tiber ben €oefftifentfii (fnb Hnigemale mt 
beiita* obet wwwcWrtt: «.46. 3.4.; «.lOS. 3.9.; e.i23. 3.5 ».w.; 

©.131. 3* 4; 6. 235. 3- 13 llttb 15.; ® 237. 3- 6 Wttb 6/ «II* 6 

iiiib 7 ».II.; S. 24a 3.1. 

iM ^üäitn M 9otett|sSrpotteiiteit («t M formtet gefd^ben-: 
®.78. 3^1 tt»^ 8.; 79. 3.17.; 84. 3.5 ».11.; 116. 3.4 ». «.; 119. 
3.11.; 125. 3.1.; 126. 3.10».«.; 129. 3.8».«. Smegm fieit 
S. 114. 3. 1./ (*— 2); llttb ©. 125. 3. 2., xT etwtt^ |o ^jxj. 

3ttm erflena^^ale ®.121./ iinb »on ha an nodif (in titib »iebei, ^"t bey- 
bem Sinbetiten ber 9<^mintMon^iab(en bet iDiebert^oIte Vuttft »ot ben 
k(tett Sactoten ausgeblieben, alfo a. e. i.2.a jtatt i.2..n gefegt 

enWA B.6. 3.19. fr b«S r. beS; ©.10. 3.10 ».n. fr 60t L ^eor ; 
©.119. 8.4. fr nrfe L wfe fte; ©.127. 3.4 ».n. fr wog l man; @.i4l. 
8.3. fr ber I. ben; ©.150. 3.14. fr »e l te; @.173. 3.6i).u. jl. iebe 
I. ieber; ©.300. 3.8. fr Vemnifiien l ^mntiren; ©.321. 3.i».tt. 
fr altt I. In; ©.327. 3.13 ».n, fr fBoronS l. «er. 
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